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AVERTISSEMENT. 


XiES progrès de l’anali^e et , par suite , des sciences 
exactes , tiennent , comme on sait , à trois difficultés 
principales qui doivent réunir les efïorts des géomètres ; 
savoir : rélimination , la résolution des équations et l’in- • 
tégratiou. 

On n’a rien ajouté d’essentiel , que je sache , aux travaux 
de Bezout, sur l’élimination • et il ne s’en agira pas dans, 
cet ouvrage. 

La résolution des équations se subdivise en celle des 
équations littérales et celle des , équations numériques. Les 
p^messes , si souvent faites à l’égard des premières , se . 
sont toujours évanouies. A l’égard des secondes , beaucoup 
de géomètres ont donné des méthodes : on en trouvera 
l’histoire dans le Chapitre I ci-après : aucune ne réunit 
assez les conditions d’une bonne méthode , simplicité , 
brièveté , sûreté , exactitude y pour «>inériter de devenir 
usuelle. - ' t. 

Le champ est donc encore ouvert sur cet objet : je 
pn^ose une nouvelle méthode analitique dans le Cha-' 
pitre III, et plusieurs graphiques dans les Chapitres IV, 
et V r c’est aux géomètres qu’il appartient de les juger. > 

Dans le Chapitre VI , j’expose un théorème nouvrao 
qui fournit une règle fort simple pour assigner le nombre 
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... ^ . 

• dos racines imaginaires d'une équation proposée quelconque : 
MM. Lagrange et Cauchy avaient donné de ce pro- 
hlème , des solutions à peu près impraticables pour les 
degrés un peu élevés : mon théorème est , si je ne me 
trompe , un pas de plus en algèbre : j’en ai déduit , 
dans le Chapitre VII, pne seconde règle pour distinguer , 
parmi les racines réelles , les nombres respectils des posi- 
tives et des négatives , problème qui est lié au précédent. 

Quant au troisième problème dont j’ai parlé , celui 
de l’intégration , il se subdivise aussi en deux , celui qui 
concerne les fonctions diirérentielles d’une seule variable , 
et celui qui est relatif aux équations diQérentielles : U 
ne s’agit point ici du dernier. ’ 

En janvier i8i‘7 , j'avais pR^senté à l'académie des 
sciences une méthode nouvelle pour intégrer par approxi- 
mation , entre des limites données , les fonctions d’une 
seule variable : cette compagnie illustre ayant jugé cette 
méthode piéférable à toutes celles connues , et en ayant 
voté la publicité , je l’ai exposée dans le Chapitre VIII. 

Le Chapitre IX est une extension nouvelle de ma 
méthode à la cubature des solides , et à la quadrature 
de lem* suiface : cette extension s’applique à 'toutes Ifes 
intégrales appelées doubles , triples , et complète ce sujet. 

Enfin , dans le Chapitre X , je donne une théorie nou- 
velle et plus rigoureuse du tonneau considéi-é comme 
C£>mposé de douves élastiques ; ce sujet oUre plusieurs 
problèmes à la fois piquans pour le géomètre, et utiles à " 
la pratique de l'art. 
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METHODES NOUVELLES 

POUR DÉTERMINER LES RACINES 

DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 

ET 

LES INTÉGRALES DÉFINIES SIMPLES OU DOUBLES. 


CHAPITRE PREMIER. 

NOTICE HISTORIQUE DES TRAVAUX FAITS POU» DECOUVRIR 
1.ES RACINES DES ÉQUATIONS. 



I. L’art de découvrir les racines des équations ntN^énquc^tst 
un des problèmes les plus importons , puisque, en dernière analise, 
toutes les questions aboutissent A cclle-Ui. Tous les calculs qu’on a 
faits, dit ViWasiTc Lagrange , sont en pure perte, si l’on n’a pas 
les moyens de résoudre ces équations. Dès le 3.“* degré, l'expression 
algébrique des racines est insuffisante pour faire connaiire , dans 
tous les cas, leur valeur numérique, et , i plus forte raison, il en 
serait de mémo pour les degrés supérieurs , si on parvenait enfin à 
découvrir l’expression générale des racines ; il faudrait toujours re- 
courir ^ d’autres moyens , pour trouver les valeurs numériques des 
racines d’une équation proposée ( Séances des écoles normales ,' 
tom. 3 , pag. 463 , 47^ }• 
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s. L'importance du problème des racines a dtè sentie par les 
plus graods gdomèlros, et il n’en est presque aucun qui n’ait cherché 
une méthode simple , directe et sûre pour les découvrir. Il tula 
paru nécessaire de rapporter une esquisse des travaux entrepris sur 
cette matière; tant pour mieux faire sentir les points de la difRculté, 
que pour signaler les écueils des routes qui ont été suivies : ce 
précis sera extrait, en partie, des ouvrages de Lagrange. 

3. Viitc , qui le premier s’occupa du sujet dont il s’agit, employa" 
une méthode analogue è celle de l’extraction des racines des nombres ; 
Harriot , Ougtrcd , etc., cherchèrent è la simplifier; • mais la 

• multitude des opérations qu’elle demande , et l'incertitude du succès 
» dans un grand nombre de cas , l'ont fait abandonner entièrement 
» avant la fin du 17 .™' siècle ». ( De la réiolutwn des é(}uations 
numériques , par M. Lagrange, pag. i.) 

4* La méthode de Viite a fait place è celle de Newton , qui 
n'est , au fond , qu’un procédé d'approximation , puisqu'il faut déjà 
connaître une valeur de la racine , à moins de près. » Elle ne' 
» sert , comme oh voit , que pour les équations numériques qui sont 

* déjà à peu près résolues ; de plus , elle n’est pas toujours sûre ; 
»> elle a encore l'Inconvén'fcnt^ de ne donner que des valeurs appro- 
» chées des racines mêmes qui peuvent être exprimées exactement 
» en nombres , et de laisser en doute si elles sont commcnsurablcs 
>1 ou non ». ( De la résolution des équations numériques , pag. 3. ) 

_ Ce dernier reproche né me parait pas fondé ; car , quand une 
équation est proposée, on est censé l'avoir débarrassée , préalable* 
ment , des diviseurs commcnsuéables , ce que l'on sait faire. 

5. La méthode de Daniel Bernouilli , développée par Euler dans 
son Introduction à t analise infinitésimale , n’est aussi qu’un moyeu 
d’approximation. '« Cette méthode et celle de Newton , quoique 
'» fondées ^ur dos principes dilïércns , reviennent à peu prés au 
» même, dans le fond , et donnent dos résultats semblables ». 
( De la résolution, etc., pag. i5a. ) 

6 . Hude trouva qu'en multipliant chtique terme d'une équation 
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par l’exposant de l’inconnue , et diminuant cet exposant d’une uniid, 
on avait une nouvelle équation qui renfermait les conditions de 
l'éjjalitë des racines ; Rolle découvrit ensuite que les racines de la 
seconde sont les limites de celles de la première. Ce principe fut la 
base de sa Méthode des cascades. « La longueur des calculs que 
» cette méthode demande et l’incertitude qui naît des racines ima- 
» ginaires l’ont fait abandonner depuis long-temps». De la réso- 
lution , etc . , pag. i66. ) 

7. Stirling donna ensuite , pour trouver le nombre et les limites 
des racines des 3 .“* et 4 -”* degrés , une méthode t^’Euler a 
généralisée dans son Calcul différentiel, « Elle revient dans le 
» fond à celle de Rolle ». {De la résolution , etc . , pag. s66. ) 

8 . Le célèbre Fontaine donna , sens démonstration , en 174? > 
une nouvelle méthode : je la donne , disait-il , pour l'analise en 
entier , que l’on cherche si inutilement depuis l’origine de l’algèbre. 

Cette méthode suppose que l’on peut toujours par la substitution 
des nombres 1 , 3 , 3 , etc. , au lieu de l’inconnue , dans les équations 

'qu.’clle emploie , trouver deux nombres qui donnent deux résultats / 

de signes diiTérens. » Ce qui n’a lieu , dit M. Lagrange ^ qu’aulant 
» que ces équations ont des racines positives , dont la moindre 
■ différence est plus grande que l’onité ( ou , pour parler plus 
» exactement , qu’autant qu’il y a de ces racines qui ne sont pas 
» comprises en nombre pair entre deux nombres entiers consécutifs ). 

» D’après cette .considération , il est facile de trouver des exemples 
» où la méthoée-de Fomaint est en défaut ». {Delà résolution , etc. , 

pag- 'Ga. ) ' '' , - 

'' 9. On voit , par ce qui précède , qu’on ne connaissait encore 
aucune méthode directe et sûre , dans- tous les cas ,■ lorsque l’illustre 
Lagrange publia’, dans les Mémoires de Berlin, pour 1767, sa 
fameuse Équation eu quarré des différences des racines ; il fit vo’r 
'qu’en mettant dans la proposée , b la place de -s ÿ les termes de 
la progression o , D , 2D , 3 D....';.., dans laquelle D marque 
un nonibre' moindre que la plus petite différence des' racines, o» 
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dtait assuré de rencontrer toulei les racines réelles, sans être exposé k 
passer par-dessus quelqu'une d’entre elles. La grande diflicuUë était de 
trouver ce nombre D : l'auteur indiqua trois moyens d'y parvenir. 

Le premier consiste k former l’équation au quarré des différences des 
racines ; « mais, dit l’auteur, pour peu que le degré de l'équation pro- 
» posée soit élevé , celui de l'équation des différences monte si haut, 
B qu'on est effrayé de la longueur du calcul nécessaire pour trouver la 
» valeur de tous les termes de celle équation ; puisque le degré 

» de la proposée étant m , on a — - coefHciens k calculer. (Par 

m exemple , pour une équation du dixième degré , la transformée 

• serait du 4 ^.°“ ). Comme cet inconvénient pouvait rendre U 
B méthode générale presque impraticable , dans les degrés un peu 
B élevés , je me suis long-temps occupé des moyens de l'affranchir 
i> de la recherche de l’équation des différences ; et j’ai reconnu en 
B effet que , sans calculer entièrement cette équation , on pouvait 
> néanmoins trouver une limite moindre que la plus petite de ses 
B racines ; ce qui est le but principal du calcul de celle meme 
B équation ». (De la résolution , -etc., pag. 124. ) 

Le second moyen de trouver D , fut publié dans les Leçons que 
l'auteur donna , en 1795 , à l'école normale : il exige le calcul d'une 
équation du degré m , ayant pour ses racines les différentes valeurs 
dont est susceptible le coefficient Y de l’avant-dernier terme d’une 
équation en (x—a) ; a étant une racine réelle quelconque de la proposée 
dont X est l’inconnue ; < mais celte équation en Y , dit M. Lagrange, 

• peut encore être fort longue à calculer , soit qu’on la déduise de 
B l'élimination , soit qu’on veuille la chercher directement par la 
B nature même de scs racines •.(De la résolution , etc . , pag. 127.) 

Le troisième moyen fut publié en 1 798 : il est une modification 
ou simplification du second , et , quoique moins rebutant que les 
deux premiers , il peut encore entraîner dans des calculs très-longs » 
suivant l'aveu de l’auteur. ( De la résolution , etc . , pag. 2a3. ) 

• Le nombre D , trouvé d'une de ces trois manières , pourra 
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» <tre souvent plus petit qu'il ne serait nécessaire pour faire découvrir 
» toutes les racines ; mais , dit M. Lagrange , il n'y a à cela d'autre 
D inconvénient que d’augmenter le nombre des substitutions successives 
M à faire pour x dans la proposée si. ( Séances des écoles normales, 
tom. 3 , pag. ) Cet inconvénient parait encore assez grave 
dans la pratique ; car il peut , en certain cas , donner lieu à des 
milliers et même à un nombre indéfiniment plus grand d’operations 
supcrfiucs ; du reste , l’auteur l’a considérablement diminue , en 
donnant le moyen d’opérer , par de simples additions et soustractions, 
les substitutions des nombres entiers qui suivent celles des m premiers 
nombres i ,3,3, etc. , dans une équation du degré m. 

La méthode de Lagrange atteint-elle le but de son auteur 7 
« Celui de déterminer les premières valeurs è substituer pour x , 
J» de sorte que d’un cdté on ne fasse pas trop de tàtonnemens inutiles, 
» et que de l’autre on soit assuré de découvrir , par ce moyen , 
» toutes les racines réelles de l’équation », ( Séances des écoles 
normales, tom. 3 , pag. 477* ) t.' , 

Après avoir . rapporté le jugement de ce géomètre illustre, sur 
les travaux de ses devanciers , tout en rendant hommage à son génie 
immortel , il faut oser le juger lui-même. On est forcé de convenir 
que , si la théorie des racines lui doit beaucoup , l'art de les trouver 
dans la pratique ne loi a pas les mêmes obligations , et que sa 
méthodq , la seule directe et rigoureuse jusqu’i lui , est néanmoins 
impraticable dans les degrés un peu élevés : il n'a pas rempli son 
objet , celai do trouver une méthode usuelle et assez facile pour 
pouvoir être enseignée dans les livres d^entbipétique, sauf à renvoyer 
les démonstrations è l’algèbre. 

10. £n 1807 I M. Budan a publié une méthode nouvelle qu’il 
s cru propre è remplir le bot de Lagrange ; mais l’Institut n’a 
approuvé que U première partie de ton travail , qui est relative 
aux racines commensurables. Le grand écueil dans cette matière 
tient du mélange des racines imaginaires avec les. réelles, et la 
méibode*^ l’auteur devient embarrassée dans cette recherche : elle 
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cesse alors d'étre simple , directe et rigoureuse ; en un mot , la 
route qu’a suivi l’auteur dans son travail, d’ailleurs recommandable , 
ne parait pas encore être celle qui doit conduire au but désiré. 

11. Cagnioli , dans sa Trigonométrie , Kramp ( Arithmitiijue 
unii>erseUe,etc.) , et Legendre ( Supplément à la théorie des nombres ) , 
ont aussi donné des méthodes ; mais elles ne para'issent pas non plus 
exemptes des défauts de celles qui ont précédé. 

12. Après avoir long-temps travaillé sur cette matière , j’ai cm 
apercevoir des routes qui n’avaient pas encore été suivies ; je m’y 
suis engagé , encouragé par cette rellexion , que les découvertes 
utiles n'ont pas toujours été faites par les plus habiles , mais quel- 
quefois par les plus heureux. J'ai , en effet , trouvé des méthodes 
qui m’ont paru assez importantes pour mériter d'être publiées. Je vais 
donner une analisc succincte du résultat de mes recherches , et du plan 
que j’ai suivi dans cet ouvrage. 

1 3 . Dans le chapitre II, je fais voir comment la courbe appelée 
parabolique , retrace à l’œil toutes les propriétés d’une équation 
déterminée , les théorèmes sur les racines , et les changemens qui 
surviennent dans les signes de la proposée, quand on déplace l’origine 
des abscisses. Ce dernier point de vue qui pourra paraître nouveau , 
jette le plus grand jour sur la matière , et a été pour mol la source 
de plusieurs découvertes. 

Je rapporte ensuite plusieurs règles pour trouver des limites des 
racines, pour déterminer les racines commcnsurablcs , ainsi que celles 
qui sont égales. 

Après ces notions préliminaires , j’expoae , dans le chapitre III , 
une méthode nouvelle pour découvrir les racines incommensurables : 
elle est fondée d'une part sur les changemens qui surviennent , dans 
les var'iatlons des signes de la proposée , quand on déplace l’origine 
des abscisses : de l’autre , sur la conuaissancc préalable des limites 
des racines. Cette méthode peut être appelée Méthode des limites 
successives , ou encore , Méthode des changemens d'abscisses ; c’est 
en la comparant »uz autres procédés connus , que les géomètres 
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pourront l’appr^icr. Elle me parait être , L la fois , directe , rigoureuse , 
ourc , expéditive et facile. 

Dans le chapitre IV, je donne des méthodes analitiqucs particulières 
aux 3.™* , 4*'"' et S.™* degrés; ainsi que des méthodes graphiques 
qui m’appartiennent, pour trouver les racines des S.™*, 4-'"* > 5."'' 
degrc's , par l'intersection d’une parabole invariable servant pour toutes 
les équations du même degré , avec un cercle ou une parabole 
variables , suivant les cocHiciens numériques de la proposée. 

Dans le V.“* chapitre , je rappelle la balance algobiique que j'ai 
déjà publiée , au moyen de laquelle on trouve promptement et presque 
sans calculs les racines réelles des équations d’un degré quelconque ; 
mais j'ajoute des dct.-iils sur la manière d’exécuter cet instrument, 
ainsi qu’un procédé nouveau. 

Le chapitre VI est consacré à déterminer les racines imaginaires 
des équations tant lillcrales que numériques. Ce problème a été traité 
par MM. de Gua , Lagrange cl Gauchi % xnixi , leurs solutions qui 
dépendent d’équations auxiliaires nombreuses et d'un degré cieré, 
sont si compliquées qu’elles deviennent impraticables. J’ai trouvé sur 
Celte matière un théorème simple et fécond qui , je crois , ne laisse 
plus rien à désirer sur cette matière ; puisque ce problème, si difficile , 
se trouve réduit à la dilhculté de celui qui est relatif à la déter- 
mination des racines égales. ,Te ne crains pas d'avancer que ce théorème 
est un pas important fait dans l’algèbre. 

Enfin, dans le chapitre VII, je résous un autre problème qui fait 
suite au procèdent : celui de distinguer, dans une équation proposée , 
les nombres respectifs des racines réelles soit positives, soit négatives, 
sans en cennaitre les grandeurs. Ma solution , qui se tire du mémo 
principe que la précédente , a aussi la même simplicité , et complète 
ce sujet. 

En finissant celle esquisse, qii’i) me soit permis de rendre hommage 
au génie de l’immortel Deseartes •. sa règle des signes joue le plus 
grand réle dans cet ouvrage. C’est un principe fécond qui , associe à 
quelques autres, donne la clef des questions les plus épineuses d'algèbr*. 


CHAPITRE IL 


MOTIONS PRELIMINAIRES. ^ 

14 . 13edx voies se présentent pour découTrir les théorèmes relatifs 
aux racines : la i.'* consiste à considérer une équation comme un 
polynôme résultant du produit de plusieurs facteurs , et à raisonner 
d'une manière purement analitique , sur 1rs combinaisons de ces 
' facteurs. Dans l'autre , on considère le premier membre d’une équation 
comme l’ordonnée d’une courbe du genre parabolique : cette courbe 
retrace A l’œil , d’une manière nette et facile , toutes les propriétés 
des équations. 

Je ne décide point laquelle de ces deux méthodes est préférable : 
chacune d’elles a , sans doute , des avaniages particuliers ; mais la 3.™* 
m’a fait trouver des théorèmes qu'il eût été difHcile de lire dans 
des formules analitiques. L’art de découvrir des vérités mathématiques 
n’est y le plus souvent , comme en physique , que celui de bien 
observer. Quand une vérité est une fols reconnue par l'observation , 
il devient bien plus aisé de la démontrer par le calcul. Pour que 
Ifewton trouvât les lois du mouvement des planètes , il a fallu 
que Képler les eût observées. 

i5. Soit X=o une équation déterminée dont l’Inconnue esta:; 
si l’on construit la courbe , appelée parabolique , dont l'équation est 
X=y , elle fournit les remarques suhanlcs : 

I.* La courbe est composée , en général , d'ondulations dont les 
branches serpentent au-dessus et au-dessous de l’axe O des x , comme 
on le voit dans les figures a , 3 , 4 < ^ relatives aux équations 
des degrés a , 3 , 4 > ^ i 

3 .* 
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It* Si X est de degrd pair , la ctourbc ( Sg. a et 4 ) se termine 
par deux branches infinies qui se prolongent toutes deux au>dessus 
do l’axe des s. Si X est de degrë impair ( fig. 3 et 5 ) , l’une 
des branches se prolonge indéfiniment au-dessus de l’axe , et l’autre 
en dessous ; 

3.” La courbe présente trois espèces de points remarquables , 

les points II, , R, , R, où la courbe rencontre l’axe 

et qui détermine les racines de la proposée : en ces points on a 
y=o et jr=üR ; a.® les sommets S, , S, , S, où l’or- 

donnée y devient un maximum ou un minimum ; les abscisses de 
CCS points sont , comme on sait , les racines de la première dérivée 

de X=o ; 3.® les points I, , I, , I, où la courbure change 

de signe; les abscisses de ces points d’inflexions sont les racines de 
la seconde dérivée de X=o. 

4-® Si Taxe rencontre toutes les branches de la courbe , la proposée 
Xso a toutes ses racines réelles. 

5. * Si t'axe ne rencontre aucune branche , ce qui ne peut arriver 
que quand X est de degré pair , la proposée n’a que des racines 
imaginaires ; d’où il suit que toute équation de degré impair a , 
an moins, une racine réelle de signe contraire à celui du terme 
connu. 

6 . ° Il y a autant do couples d'imaginaires , qu'il y a de sommets 
pour lesquels l’ordonnée est un minimum ; c’est-à-dire qui tournent 
leur convexité vers l'axe. Celle remarque est de la plus grande 
importance pour la détermination des racines imaginaires. 

7 . * Si l'axe touche la courbe dans un sommet , il y a deux 
racines égales dans la proposée. 

8. * Le degré de la courbe étant 3 , 3 , 4 . 5 ,]e nombre 

de po.titions dilTércntes et parallèles que l’axo des x peut avoir k 

l’égard de la courbe , est 3 , 5 , 7 , 9 .zm — 1 , dont 

chacune change te nombre et l’espèce des racines. 

9 . ® Entre deux points do la courbe dont les ordonnées sont de 
signes contra'ues, il y a toujours un nombre impair d intersection» 
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ivec l’axe , lequel correspond à un pareil nofhbre de racines rëellcs 
dans la propos(!c. 

10 * Entre deux points dont les ordonnées sont de même signe, 

il existe O , 2 , 4 > c’est-à-dire , un nombre pair de racines 

soit réelles , soit imaginaires. 

11. ° Si , pour une mémo position de l’axe, on fait mouvoir 

l'origine O des coordonnés , en faisant dans X=y , le 

nonibre des racines imaginaires ne change pas ; mais , le rapport 
des racines réelles positives aux négatives change ; de plus, la trans- 
formée en Z éprouve un changement dans scs signes , chaque fois 
que roi'iginc O dépasse soit une branche de la courbe , soit une 
ordonnée de sommet S , soit une ordonnée de quelque point I 
d'inflexion. 

12 . * Si l’origine O est transportée sur un point de la courbe , 
le terme constant de la transforme'e en z s’anéantit ■, s'il cs> trans- 
porte ^sur une ordonnée de sommet , c'est l’avant-dcrnicr terme , 
celui en Z , qui s’anéantit ; s’il est transporté sur une ordonnée de 
point d’inQcxioti , c’est l’antépénultième , celui en z * , qui devient 
uul, 

13. ° Si l’origine dépasse une branche de la courbe, la transformée 
perd une variation ; elle en perd deux si l'origine outrepasse , soit 
deux branches, toit une ordonnée /n/'/r/mâ, c’est-à-dire , de sommet 
convexe, 

i4° Si l’origine dépasse un nombre impair de branches, le terme 
constant de la transformée en z change de signe ; si ce nombre 
est pair , le terme ne change pas de signe. 

J 5.* Le nombre des sommets S, , S, est moindre d'une 

unité que le degré de la proposée , si sa dérivée a toutes scs 
racines réelles -, mais la courbe perd autant de sommets que cette 
dérivée a de racines imaginaires. 

- i6.° Quand on déplace l'origine O , l'avanl-dernicr terme de la 

transformée en z diminue à mesure que l’origine approche de 
l'prdonnéc du sommet , pour devenir nul en ce point et changer 
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de signe après ce point ; mais , ce changement de signe n’a plus 
lieu si l’abscisse du sommet est imaginaire. 

17. ® Quoique l'abscisse d’un sommet soit imaginaire , ( comme 
il arrive pour la figure 6 qni n’a qu’un sommet réel et deux 
Imaginaires ) ; la transformée en z perd deux variations , lorsque 
l’origine O dépasse l’ordonnée minîma iinaginaire. 

18. “ Quand on change la grandeur du terme constant de la 
proposée X=_y, on fait mouvoir l'axe des x parallèlement ^ lui- 
méme , sans changer sa direction. 

19. ® Quand on change la direction de l’axe des jr , des racines 
. réelles peuvent devenir imaginaires, des sommets réels disparaître, 

et réciproquement. 

16. Je crois utile do rapporter encore ici quelques autres théo- 
rèmes sur les équations pour compléter ceux du numéro précédent. 

1. ® Les racines imaginaires sont toujours en nombre pair, et 
vont par couple de la forme A 4 -Bv/“] et A — , dont 
le proihi t est un facteur réel du second degré far— 

2. ® Une équation peut toujours être conçuecomme le produit d’autant 

da facteurs x — a , x—b qu’il 'y a d’unités dans l'exposant m de 

son degré; alors elle est divisible par ar — a , j — 3, elle peut 

aussi être considérée cuiumo le produit des facteurs du a.“* degré 
ou du 3 ."“*, etc. 

3 . ® Lorsque la substitution de deux nombres n et n' i la place 
de X dans X=o, donne deux résultats de signe contraire, on est 
assuré qii il existe un nombre impair de racines réelles dont la valeur 
est comprise entre n et n'. 

Si les deux substitutions donnent des résultats de même signe, le nom- 
bre des racines réelles comprises est toujours pair , savoir ,0,2, 4 

4 -* En mettant — x pour -\-x , c'est-à-dire , en changeaiu I«5 
signes des termes de rang pair , ou bien ceux de rang impair, les 
nciiics positives deviennent négatives , et vice versd , sans changer 
de graiideiic ; d oii il suit que quand on sait trouver les racines 
positives-, on sait aussi trouver les négatives,. ' 



Digitized t>y Google 


I 


( la ) 

5 .* Dans les équations de degré pair ^ a! le dernier tcritie est 
négatif , il y a toujours au muins une racine réelle positive et une 
négative ; mais , si ce terme est positif, on ne peut rien en conclure. 

6 ° Quand on met z+l pour x dans X=o , le terme constant 
do la transformée est le même que si on avait mis seulement l 
pour X dans X ; donc , si ce terme constant de la transformée 
est nul, / est une. racine de X~o. 

7. ** On peut toujours préparer une équation de manière que le 
coefGcient du premier terme soit l’unitc' , et que les autres soient 
des nombres entiers ; alors ses racines ne peuvent être que des 
nombres entiers , ou des nombres fractionnaires irrationnels , mais 
non des fractions rationnelles. 

8. ° On connaît aussi le moyen de débarrasser une équation de 
scs racines égales. 

g.® Une équation ne peut avoir plus de racines réelles positives 
qu’il n’y a de variations dans la succession des signes de ses coeiTi- 
ciens , ni plus de racines réelles négatives , qu’il ne s’y trouve de 
permanences de signes ; c’est la fameuse règle de Descartes. 

Il en résulte que, quand toutes les racines sont réelles, il y a 
précisément autant de racines positives que de variations , et autant 
de négatives que de permanences. 

io.° Quand il manque un terme dans une équation, et que les 
deux termes voisins sont de même signe , elle a nécessairement des 
racines imaginaires ; mais elle peut aussi en avoir , quoique cette 
condition n’existe pas. 

On verra plus loin le théorème général , que j’aj trouvé le premier , 
sur la détermination des racines imaginaires , dans les équations de 
tous les degrés. 

17. Règles pour trouper les diviseurs çommensurahles. Une racine 
en nombres entiers ne peut être que l’un des diviseurs du dernier 
terme. 

Pour distinguer si le nombre a , diviseur du dernier terme , est 
racine de l’équation , après avoir divisé le dernier terme par a , ou 
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retranchera ce quotient du coeflicient de l'avant-dernier terme , e( 
l'on divisera cette différence par a ; puis on soustraira ce quotient 
du coefHcient de l’antcpénultième terme , et ainsi de suite. Si tous 
ces quotiens sont des nombres enl'iers , et si , de plus , la différence 
entre le coefficient du deuxième terme de la proposée et le quotient 
précédent , sont l'unité , le nombre a sera racine de l'équation ; datt* 
le cas centraire , il doit être rejeté. 

On essaie à la fois tous les diviseurs du dernier terme , en formant 
un tableau. Nous n’entrerons pas ici dans les détails de ce procédé, 
parce qu'on les trouve dans tous les élémens d'algèbre. 

La méthode de M. Budan peut aussi être employée avantageuse- 
ment , quand le terme connu n'est pas un grand nombre. ( Voyez 
Y Algèbre de Garnier , pag. 402 et 4 o 3 - ) 

18. Ves limites. La méthode que nous exposerons dans le cha- 
pitre suivant, pour déterminer les racines réelles, suppose qu’on connaît 
déjè des limites de ces racines ; c’est pourquoi nous allons rapporter 
plusieurs procédés pour obtenir ces limites. 

i.^* Règle. Si , au coefficient du premier terme x” d’une équation, 
on ajoute le plus grand coefficient de signe contraire , pris sans 
égard au signe , et qu’on divise la somme par ce premier coefficient, 
le quotient est plus grand que la plus gronde - racine positive : c’est 
la limite supérieure des racines positives. 

Si on change -|-t en —x dans la proposée , le quotient ohtcou 
parla règle précédente , cet la limite supérieure des racines négatives. 

SI on divise le terme constant par la somme de ce terme et du 
plus grand cnclficient de signe contraire , abstraction faite de ce 
signe , le quotient est plus petit que la plus petite racine positive , 
c’est-è-dirc , qu’il est la limite infér'teure des racines positives. 

Si on change -{-x en —x dans la proposée , lo quotient obtenu 
par la dernière règle , est la limite inférieure des racines négatives. 

a.“* Règle. La proposée étant x"-^ e=o , w étant l’exposant 

premier des termes négatifs à partir de x” et S le plus grand 


coe/ficieni négatif, la limite supérieure des racines positives sera 


;r=,+^ 5 ] . 

La proposée étant écrite de manière que son dernier terme T soit 
positif, si S est le plus grand cocITicicnt négatif, et « IVxposant 
du premier des termes négatifs, it partir du terme J, la limite 

inférieure des racines positives sera ar= ^ \ . (Voyez Y Algèbre 

de Garnier , pag. 422 ). 

3 .** Règle. En ajoutant successivement à l’unité «ne suite de 
fractions ayant pour numérateurs les cocfTicicns négatifs d'une équation 
proposée , pris positivement , et pour denniniiiatcurs la somme de 
tous les coelBeiens positifs qui les prén dent respectivement ; le 
plus grand des nombres résubans pourra 1 tre pris pour limite su- 
périeure des racines de celle éqiialion. Il est entendu , au surplus, 
qu'il sufiit de considérer le plus grand crenicient dans chacune des 
séries de termes négatifs ( Annales de malhématiques , tom. VI , 
pag. ii 4 ). 


Pour avoir la limite inférieure positis'e de jr, on fera x — 


cl 


ayant trouvé la limite supérieure de z ; — sera la limite in- 
férieure de X. 

On aurait les deux limites négatives de x en changeant préa- 
lahlemenl les signes des termes de rangs pairs dans la proposée ; 
c’est-à-dire , en changeant -hx en — x. 

4.'“* Règle. On peut obtenir des limites plus aj-prochées en faisant 
x—rz , r étant une imléternilnée dont on li.xe ensuite la valeur 
par la condition que la limite qui en tésuilc pour x soit la plus 
approchée. Ce perfectionnement , qui peut se faire par une espèce 
de tâtonnement , peut s'appliquer à chacune des méthodes précé- 
dentes. 

Soit proposé , par exemple , 


Digitized by Google 


(j;— 5X^— 6}(ar— 7X^“*o) — 28 z’+ 2 S 7 j:*— I aSox+a i oos o i 


par la i J* rèelc, la limUc înf<irieure posilîve est =o,6. 

Pour avoir une litnilo plus approchée, je fais x = rz , la trans^ 
formée est 

r*z*— -aSr’x’+a Sÿr’z’— i a 8orz -f 2 1 oo = o . 

Si l’on prend r tel que a8r*>i28or ou r>7, ce sera le terme 

— aSrV qui fournira la limite d’après la i.'* régie , laquelle *cra 

aïoo aloor , . , 

i— , et par conséquent x= — . Cette fraction de- 

aioo+»«rJ ’ aioo+a8r» 

vient un maximum quand on prend , et donne x=i , 4 environ. 

Si l'on prend r<.’j , c’est le terme — laSorr , qui fournit la 

limite , laquelle est pour la proposée x= — . Cette fraction 
’ ^ ‘ ‘ aïoo-l-iaSor 

devient un maximum quand r=7 environ , et donne x— i , 3 ; 

ainsi, la limite la plus approchée par cette méthode, est x=:i , 4> 

La vraie valeur est x= 5 . 

5 ."“ Jiig/e. Si le second terme a un coefFicient négatif qui ne 
soit surpassé par aucun des autres cocfHciens négatifs , on prendra 
pour limite supérieure ce coc/HcIcnt considéré comme poshif et 
augmenté de runitë , le premier coefficient étant suppose un. 

Mais , si le plus grand coefHcient négatif n’est pas celui du se- 
cond terme , soient — et — les deux termes négatifs 
pour lesquels et sont les plus grands possibles ; il faudra 

prendre pour limite supérieure positive 

Si la proposée n’avait qu’un seul terme négatif — Ajx"** , la 
limite de x serait simplement . 

En faisant x-=: et cherchant la limite supérieure de z , la limite 

inférieure de x sera x=~ • (^Suppiimeni à la théorie des nomhrês 
de Legendre, pag. 38.) 
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19. Des racines égales, II n'y a rien i ajouter sur cette matiirt 
qur est approfondie depuis long-temps : voici la règle connue. 

Si la proposée est A'=o , et sa première dérivée A'^=o , en 
appelant D le plus grand commun diviseur entre X tX. X' , ce 
diviseur D contiendra toutes les racines égales de la proposée ; 
mais élevée à une puissance moindre d’une unité. £n divisant X 
par D , on aura une nouvelle équation qui ne contiendra plus 
de racines égales. 

Le facteur D peut encore être composé lui-méme de plusieurs 
facteurs di/Térens entre eux , doubles , triples , etc. On le décomposera 
& son tour en l'égalant à aéro , et en opérant sur lui comme on 
a fait pour le polynôme X : on traiterait encore de la même ma- 
nière le second diviseur commun £, et ainsi de suite. 

Soit proposé , par exemple , 

— i aar— 8=0 ; 

«n a 

X' = 6atî+7»*+36a:*+35a •— 8a;’+9jr’-+-4sr— 1 3 = 0 . 
On trouve 

0=a*-f-a’+»’+3ar-|-a . 

La dérivée de D est 

D'=4^*-{-3:f’+2x-\-3 J. 

OD trouve 

.E=;r+i , 

Divisant D pat* (*-f*i)* , on a pour quotient 


Donc 


JT’— ^-4-3 i 

D=[x'—x-\-2){f+\y . 

Divisant X par (»’— ar-+-a)’(ar-4-i)’ , on a pour quotient 

3 . 

Donc enfin 


3)(jc* — j»-j-3)'(4r+i)’ . 

CHAPITRE HJ. 
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CHAPITRE III. 

MÉTHODE HOUVEUS FOUR DÉTERMINER LES RACINES RÉELLES 
INCOMMENSURABLES. 


ao. La mëihode que je vais exposer résulte des remarques faites 
dans le n.° i5 , sur ce qui arrive dans l’équation X=y , quand 
on déplace l'origine O des x , en faisant s=.z-\-l. Nous avons vu 

que la transformée en z perd i , a , 3 n variations , suivant 

que l'origine a dépassé i , a , 3 , n racines réelles ou ima- 

ginaires : c'est ce principe qui seul va nous fournir la solution dn 
problème. 

Soit A=o la proposée, X—y la courbe parabolique (üg. 4>S) 
qui représente la proposée ; O, l'origine des :r ; /, la limite Inférieure 
des racines positives de la proposée. Si on met dans X~y , x,-f-A 
au lieu de x , on aura une transformée Z, —y , dans laquelle l'origine 
des X, sera placé quelque part en (V, entre la première origine et 
la branche la plus voisine ; soit ensuite /, la limite inférieure des 
racines positives des Z,r=o, si dans Z,^y on met an llea 

de Z, , ou , ce qui revient au même , si on met au lieu 

de X dans X=y , on aura une deuxième transformée Z, = ^ , pour 
laquelle l’origine de z, sera située quelque part en entre O', 
et la courbe. 

Il est évident qu’en continuant ainsi b former de nouvelles trans- 
formées l’origine des abscisses se rapprochera 

conünuellement de la courbe : la racine cherchée sera exprimée par 
et l'on pourra en approcher d'aussi prèsqu'oa 
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voudra , tans jamais craindre de la dépasser : si celle racine était 

comincnsurable , la série /, , /, , /, se terminerait quand 

l'origine serait transportée sur la courbe ; alors le terme constant 
des transformées successives , qui va toujours en diminuant , de- 
viendrait nul. 

Voilà doue un procédé direct et infaillible de trouver la plus 
petite racine positive avec le degré d'exactitude dont on a besoin : 
voyons comment la même méthode peut faire découvrir les autres 
racines (*). 

Si on 'connaissait la loi de décroissement des limites succq^ives 

/, , /, , /, on pourrait , en sommant cette série, avoir la 

valeur exacte de a; ; on voit encore que si est un nombre un 
peu plus grand que la vraie valeur de la plus petite racine positive, 
et qu’on mette x^>4'/4 dans X~y, à la place de x , cette nouvelle 
transformée Z^-^y aura une variation de moins que la dernière 
transformée Z^~y , à laquelle on s’est arrêté , et qui, elle-même, 
a perdu autant de fois deux variations que l’origine O a rencontré 
d’ordonnées minima pour parvenir à la courbe. ( Voyez le i3.* 
du n.® i5 ). 

11 suit de là qu'on pourra continuer les transformées en choisissant 
pour un nombre tel que Z ^ = y , ait une variation de moins que 
Z ^—y ce choix peut se faire à l’inspection de , /i , /, ■ et 
ai on ne rencontrait pas un nombre convenable , un second essai 
sulErait toujours ; mais , il faut bien remarquer que ce nombre l ^ , 
qui doit, être plus grand que la limite inférieure de Z , 
n’est po'int une limite. Ayant une fois obtenu la transformée Z ,—y, 
qui a una variation de moins que ^ , on continue une nouvelle 


(•) On pourrait , comme a fait M. Ltgenâre , abaisser la proposée d’un 

degré en divisant la proposée par ; mais le reste des 

divisions n'est pas exact , parce que le diviseur ne l’est pas , et U en résulta 
des incanvéïuciu qui peuvent être graves dans certaim cas. 
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Urie de transformées , dans lesquelles/, , sont les limites infé- 
rieures de Z ^=o ,Z^=o, On arrWcca par ce mdyon à l’expression 

de la seconde racine qui est x=/.-+-/,-4-/,-f-/^-|-/, On suivra la 

même marche pour trouver toutes les autres liacines de la proposée. Le 
procédé sera uniforme et constant ; il n’y aura d’irrégulier qu'un essai , 
au plus , à chaque rencontre d’une branche nouvelle , pour que la 
nouvelle transformée perde une seule variation. 

On pourra aussi trouver la plus grande racine positive qnc j’appelle 
X, , en mettant , dans A'=o , L — x, , pour x ( Z étant la limite 
supérieure positive de X=o ) , et traitant la transformée X, = o , 
qui aura toutes ses racines positives , comme on a fait pour A’=o. 
La plus petite racine positive de jV,=o sera la plus grande de 
X—o, et la plus grande de Jf,=o sera la plus grande négative 
de X=o, si celle-ci en a. ’ . . . . 

On peut encore avoir les racines négatives de A'=0 , en y changeant 
-1-x en —X ;• par là les négatives deviendront ’les' positives ; et 
wVe vfrsd. 

On voit , par ce qui précède , que si la proposée a plus de deux 
racines réelles positives'ct de deux négatives, on trouvera directe- 
ment Ins deux plus grandes et les deux plus petites ; ce qui établit 
une ligne de démarcation entre le 4.“* degré et le S."** qui exige 
un essai de plus, pour les racines comprises entre lés extrêmes.’ 

Afin de faciliter la formation des transformées successives en z, 
on cmplolra les formules suivantes. 

Soit la proposée 

a+bx-\-cx'+dx*-k-ex^+fx* -r-jr"=os=A‘ ; - * 

en y substituant z-f-/ pour x , on a la transformée suivante 

X+Bx-i- -f-z-=o=.^ , 

dans laquelle on a fait , pour abréger , _ 


( 30 5 


'^=r«4- , 4-/* - 

iî=3+3r/4- 3«S‘+ 4«/>+5//» 


C=r+3<//+ 6e/*+io//’ 
»=J+4//+io/7*. . . . : 
Esse-^^/l. ; . 

r=f. 


. m— r _ 

+OT . /"' 

a 


m— I m — 1 

V . +m. T— •/** ' 

a 3 


, ni— i m— a m— 3 ^ ^ 

J— 


. m— *i m— a m— 3 m— 4 . 

T — r-^" 


(•) 


L’usage de cec formules est simple. Pour avoir les Iransforméw 

successives Z,=o, Z ^=o , Z ^■=zo il sufHl de mettre dans • 

Z— O successivement , /, , /,+/, , /t+/i+/| lic“ 3c 

c’est-à-dire qu'il faut faire ces substitutions dans les expressions de 

'A, B, C pour avoir les valeurs numériques de ces lettres 

et les rapporter dans Z=o. 

21. Simplification de la méthode. En réfléchissant sur la mé- 
thode précédente , on sentira' qu'on peut] diminuer le nombre des 
transformées , en employant pour l , au lieu des nombres /, . 

li+lt J > d’autres nombres un peu plus grands, 

tels que les auraient procuré une règle plus parfaite tpour les 


(*) Le» coefficieni A , B , C dérivent les uns des patres par U 

loi de dWTérenliatioD , 




fil. 
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limUes ; on pourra mimC , lorsqu’on sera parvenu i une valeur de 
s , approchée i moins de de sa vraie valeur , prendre pour limit» 

inférieure de la dernière transformée , le nombre — — (*) , fourni 

a 

par cette dernière -transformée. A la vérité , il pourra arriver quel- 
quefois qu'on passe par-dessus la racine cherchée ; mais on en sera 
de suite averti , parce que la nouvelle transformée aura perdu 
1,3, 3, variation , et l’on reviendra sur scs pas. 

La circonstance de deux variations perdues , mérite d'étre remar- 
quée ; elle a lieu dans deux cas ; i.* si l’on a dépassé deux bran- 
ches de la courbe très-voisine ; 2.* si l’on a dépassé une ordonnée 
minima ou de sommet convexe , laquelle est réelle on imaginaire , 
suivant que les racines de la dérivée de X—o sont elles-mêmes 
réelles ou imaginaires (**) : ces deux cas sont faciles è distinguer, 

en se rappelant les remarques 6.* , 13,°, 16.” du n.” i5. En 

effet , dans le premier cas seulement , le terme constant qui a 
diminué è mesure que l’origine s’approchait de la courbe , est 
devenu très-petit et voisin de eéro. 

Au reste, pour éviter toute incertitude, on regardera comme non 
avenue la dernière transformée qui a perdu deux variations ; on en 
formera une nouvelle , d'après la méthode générale du n.* précédent ; 
c’est-è-dire , en prenant pour l le nombre qui a servi è former la 
transformée Z„^^ ( étant celle qu’on a abandonnée ) ; et en 

ajoutant è ce nombre la limite inférieure de Alors , si la 

nouvelle transformée Z„ perd encore deux variations , on sera assuré 


(*) C’eit U méthode do ; mais rectlGée et rendue sdre par un mode 

de vériGcatlon tiré de nos principea. 

(**) La transformée perd auiai deux varialiona ai l'on dépasse deux racines 
égales ; alors yd et Bt dans l'équation Zsso , après avoir diminué ensemble , 
iTanéantlsMDl , puis rcparaiisent avec un signe dilTérent 1 au surplus , la proposés 
e«t censée avoir été débarrassée des racines égales , quoiqu'elles ne soient pu 
un obstacle. 
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que Ic5 deux racines donteiues qu’on a outre-passdes sont liOaginalrM,- 
et l'on continuera l’opëration sans s’en inquiéter. 

Par ce moyen le procédé du présent n.® sera aussi sûr que 
celui du précédent ; mais il fera marcher i plus grand pas sur 
l’axe des x , et l'on reconnaîtra plus promptement toutes les racines 
l'une après l'autre. 

22 . Exemple. Soit proposé 

a— •6^+7**— 5 x’+cr*=o=.Y , (*) 

d’après la première règle du n.” i8, la limite inférieure positive 

de X est /, = ; =o , 3 ; et je substitue o , 3 au lieu de l dans 

a+b 

les expressions de A, B, C , D du n.® ao qsi sont ici 

a = 2 .— 6/+7/*— 5/'+/» , 64-14/— , 

é:=7_i5/+G/* , D=—5+ 4 / ; 

par lè la formule 

A-^Bz-^Cz'-^-Dz^-^-z^^o—Z I 
donne pour première transformée 

2,* — 3,8z,’4-3,o4*i* — 3 ,o43z,+o,7o3i=o=Z, : 

Je prends pour limite de Z, = o , /,=o, a , et je mets o,3+o,a 
ou 0,5 pour /, dans la formule de translormation Z—o\ il vient 
pour deuxième transformée 

— 3z,*-4-z,’— 2,25r,-{-o,i875=o=ir, : 


(•) Ou (z*— x40C*’~4*+a)=o. 
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Je prends pour limite de Z,=o , /,sso,ô8 , et Je mets dans 
la formule Z— a , o, 3 +o,a+o,o 8 ou o ,58 pour /; il vient pour 
troisième transformée 

* i , ^+0,3 1 84 z , *— a, 1 4555 az , -f-o.o 1 240496 = o s= 2 T , . 


La petitesse du terme constant de cette troisième transformée m’avertit 
que l’origine des abscisses approche fort près de la courbe , et que 
je puis , sans inconvéniens , prendre pour limite de la dernière trans- 
formée en X, , (abscisse devenue assez petite) 


, _ — -4 _ o,oi»4o496 , „ 


a,i45S5a 

et j’ai , pour la plus petite racine cherchée , 


^=/. 4 -f. 4-/,+/4 = 0,58578 . 

En mettant 0,58578 pour /, dans la formule Z—o, on aurait 
une quatrième transformée 2T^=:o qui fournirait une valeur jt'=o,58578 

— — beaucoup plus approchée que la précédente étant fourni 
par ^^=0^. 

Je passe à la recherche de la deuxième racine. Je mets 0,6 pour 
/ dans la formule Z = o , et j’ai , pour quatrième transformée , 

■*4 *— 2.6x4 '-f-o, « 6x^ * — 3, 1 36 x^— o,o 3 o 4 = 0=.^^ , 

qui , ayant perdu une variation , m’apprend que l’origine a dépassé 
une branche. 

Je mets 0,63 pour / dans la formule Zssso ^ et j’ai , pour cin^ 
quième transformée , 

•*i*~*» 82 x,’-|-«,oo 64 x,’— 3 , i 333 i 2 z,— 0, 07307664=0= Z, . 
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Pour avancer plus rap! 3 «nicnt , je mets i pour I dans Z=o ^ 
et il vient une sixième transformée qui a deux variations de moins 
que la précédente ; j'en conclus qu'il y a deux racines entre sr=o,6a 
et x=i ; il s’agit de savoir si elles sont réelles ou imaginaires. Je 
pourrais déjà deviner qu’elles sont imaginaires, parce que le terme 
A ne tend pas vers zéro dans les dernières transformées. Afin d’en 
être plus sûr, je prends la limite inférieure de Z ^^o , laquelle est 

0,07307664 . . „ . - . , 

— — — ■■ =0,07 environ , et je 1 aioale avec 0,62 ; je mets la 

0,07307664+1 ■ » » • I 

somme 0,69 pour / dans Z=o ; il vient une nouvelle transformée 

qui a encore deux variations de moins que ; d’où je conclus 

avec certitude que les deux rarines douteuses sont imaginaires. 

Je procède donc 1 la recherche de la quatrième racine qui est 
aécessai rement réelle , et , comme il n’y a aucune incertitude à 
craindre , j’emploie la méthode commune. Je substitue successive» 
ment pour x dans la proposée A’=o, i , a , 3 , 4 > ayant 
reconnu , par deux résultats de signes contraires , que la racine 
cherchée e.st entre 3 et 4 > et ensuite qu’elle est entre 3 , 4 et 3 , 5 ; 
je mets 3 , 4 pont J dans les valeurs de A , B , et j’ai pour la 

quatrième racine «= 3 , 4 g ou «=3,4i43> On pouvait aussi pro- 

céder comme k la fin du n.” 20. 

a 3 . Autre simplification. On peut encore abréger les calculs de 
la méthode précédente , ainsi qu’il suit. 

Je construis la courbe X=y en calculant seulement quelques 
ordonnées de loin en loin ( ce qui peut se faire promptement par 
la méthode n.* 3 q ) ; cette esquisse de la courbe sullit , d’ordinaire , 
pour en connaître le cours et les particularités , ainsi que pour avoir 
une première valeur approchée des racines ; on les détermine ensuite 
avec plus d'exactitude par la méthode de liewton, qui est , le 
plus souvent , sans inconvénient. 

S"il arrive que quelques sommets convexes s'approchent assez près 
de l'axe des s pour faire douter si cet axe doit couper la courbe 

tm 
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en cc point, on calcule quelques ordonnées intermédiaires qui suf> 
lisent, presque toujours, pour lever le doute. 

Enfin , si cela ne sulHt pas pour lever l'incertitude , on a recours 
à la méthode précédente ; mais seulement pour les points douteux. 

On sent que cette deuxième méthode doit être plus prompte que 
la première , puisque , au lieu d’ètrc obligé de calculer tous les 
cocITiciens A, B , C , D, il sulTit , pour l’ordinaire , de con- 

naître A et B. Dans l'exemple du numéro précédent , la courbe n’a 
qu’un sommet eoncave , et l’ordonnée minima de sommet convexe 
est imaginaire ( Kg. 6 ). La méthode du présent numéro s’applique 
ici avantageusement , parce que la Kgure ne présente aucun poinf 
douteux qui exige l’emploi de la méthode générale des numéros 
20 et 21 . 

24- Remarque sur les limites. La méthode de ce chapitre serait 
plus expéditive en ce qu’elle exigerait moins de transformations, si 
l’on avait une règle qui procurât une première limite plus approchée : 
Newton en a donné une qui est fautive dans beaucoup de cas , et 
qu’il est utile de signaler. 

Si , dans X = o , on met z-^l pour ar , on a une transformée 
Z=o ; si, dans celle-ci , on met pour l un nombre tel que Z ait 
tous ses termes positifs ( nombre qu’il faut trouver par tâtonnement ), 
il est évident que / sera une limite supérieure de X=o , et qu'en 
diminuant ce nombre , on approchera de plus près de la racine. 
Cette conséquence de Newton sera vraie , si la plus grande racine 
positive est réelle ; mais , si cette plus grande racine est un couple 
imaginaire , on ne pourra le dépasser sans que la transformée perde 
deux permanences ; on pourra être encore bien loin de la plus grande 
racine positive réelle : la limite trouvée sera très-peu approchée , e.t 
la règle sera en défaut ; aussi Je ne l’ai rapportée que pour em- 
pêcher de la confondre avec les procédés de ma méthode ( Voyez 
V Algèbre de Garnier , pag. 4^4 r 1^ défaut de cette règle n’a 
pas été remarqué ). 

aS. Rifiexions. Après avoir exposé notre méthode , il ne sera pas 
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ionlllfl de U comparer av^c celles qui sont le plus en usage , afin 
de faire mieux seollr les points de la dliliculté à raincre , et le 
but qu'il fallait atteindre. 

Le moyen qui se présente le plus naturellement pour découvrir 
les racines , c’est de substituer dans X, pour s , des nombres tant 
positifs que négatifs , en progression arithmétique , jusqu’à ce 
qu’on ait obtenu des résultats de signes contraires : on est alors assuré 
qu’il existe un nombre impair de racines entre les deux nombres 
qui ont procuré ces résultats ; mais 11 est évident qu’on peut dépasser 
un nombre pair de racines , sans obtenir des résultats de signes 
contraires : ainsi , ce premier moyen n’est ni sûr ni sufBsant. 

Newton supposa celte première difficulté levée , et donna tins 
méthode pour approcher de plus près de la racine déjà trouvée ; mais 
Lagrange fit voir qu’il pouvait arriver , dans certain cas , qu’on 
s’éloignât de la vraie valeur , au Heu de s’en approcher. « L usage 
K de la méthode dont il s’agit n’est sûr que lorsque la valeur ap- 

> prochée « esc à la fois ou plus grande ou plus petite (|ue chacune 
K des racines réelles de l'équation , et que chacune des parties réelles 

> des racines imaginaires ; et , par conséquent , cette méthode ne 
» peut être employée sans scrupule que pour trouver la plus grands 
» ou la plus petite racine d’une équation qui n’a que des racines 
» réelles , ou qui en a d’imaginaires , mais dont les parties réelles sont 
» moindres que la plus grande racine réelle , ou plus grande que 
» la plus petite de ces racines ». {De la résolution ^ etc., par 
Lagrange, pag. i 4 i.) 

Nous avons déjà vu ( n." 9 ) que la méthode de Lagrange est 
impraticable , t.* à cause do la difficulté de trouver le nombre D 
à substituer pour jr , lequel doit être plus petit que la plus petite 
différence des racines ; 2“ parce qu'elle peut exiger , en certains 
cas , des milliers de substitutions. 

La méthode do Budan serait préférable , sans l’embarras qui ré- 
sulte des racines imaginaires , et la nécessité de calculer les décimale* 
l’une après l'autre. 

\ 
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( )(t B»-, me fâa iUvslon tontM lei difficultés dis{$araissènt dans 

ma mclliode. Par le procède du n." ao, on troirve, sans meertilude; 

teulea U» racdoes l’one apnts Tauire , en parcotirani Fa-te des x; 

letil-on nnr<^er plus rapidcipent , le i>.° sr en fournit le moyen 

s’il arrive qu'on ait fait un pas trop grand « on en est averti sur-^ 

le-champ par les changemens survenus dans les variations de la 

transformée : la règle de Descartes est U comme une boussole qui 

indique, è chaque instant, le point où l’on se trouve. Enfin , veut-on 

un procède encore plus facile et plus lumineux , le n.° :>3 le 

fournit. Le tracé grossièrement fait de la courbe indique , d’un seul 

coup-d’ocil , les points scabreux ou douteux qui exigent l'emploi 

» db la méthode générale : dans tous les autres points , on marche à 

grand pas et sans précautions, parce qu’il n’y a pas d’écueil à évitera 

_ . —A , 

On a pu remarquer que notre expression du n.* ai^ pour 

avoir une limite plus approchée , ressemble b la méthode de Newton-, 
mais , on doit faire attention que l’inconvénient , apcri^u . par La~ 
grange , n’a plus lieu ici , parce que'’ les changemens survenus dans 
les variations, font connaître b chaque instant la position de l’ori- 
gine à l'e'gard des branches de la courbe. , 

On pourrait encore, au premier abord, confondre nos transformées 

en x, 4-A . avec celles de M. Budan en x— i , x— a ; 

mais , nos deux méthodes n’ont absolument rien de commun ; dans 
les transformées de M. Bu^n , l’origine des abscisses x ne change 
point : dans la nétre , au contraire, l’origine des z, , x, se 
meut en se rapprochant de la courbe , et c’est ce mouvement de 
l’origine combiné avec les changemens de variations , qui constitue 
le principe de notre méthode , principe qui diffère essentiellement 
de tous ceux qui ont été employés jusqu’à ce jour. 

Dans ce chapitre , j’ai supposé qu’on ignorait., avant d’entreprendre 
de résoudre l’équation , le nombre de ses racines imaginaires , afin 
que le commun' des lecteurs n’eût besoin que ‘d^ connaître la mé- 
thode de ce chapitre ; mais quand on connaîtra la règle du chapitre YI, 
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lur las racines inaglnaires an marchera d’un pas plus auord dans 
la recherche des racines réelles. 

Quant i la méthode de M. Ltgtndrt , fondée sur la considération 
des fonctions omales , elle diflière trop de la mienne pour qu’il soit 
besoin de les comparer, 


( «9 ) 


CHAPITRE IV. 

HSIHODEâ ARAUTIQUES ET CIVAFHIQUE8 , FARTICUUàREE 
AUX 3.“*, 4“* 5.“® DEGRÉS. 


^ 'îj J f-l ï'i. » ^ 

Je vab npporter des méthodes analiliqaes connoes , et d’autres 
graphiques qui m’appartiennent , lesquelles sont particulières aux 
cinq premiers degrés , et sont plus expéditives que la méthode gé- 
nérale du chapitre précédent 


Troisième degré. 


-BIU.'. t.'.i 
’ f ■ i>< Ml' 


36. Cas J» deux racines imaginaires. La proposée étant 
. »*-\rpx-\-q~o, on sait qu'elle a deux racines imaginaires, si 
est positif. Dans ce cas, on trouve la racine ^réelle par la forinolq 
générale connue 

, >1 . '• 

»'=— ïŸ*+5jPJj — v/î?*-t-rî/''j] - 


On trouve aussi le facteur réel du deuxième degré , en divisant 
ar>4y>x-4-y par x—x', et on » .ir b jnii ^ iiSirr-,. 1 

it)':'’ r ' •> 

x'+xx'+p-\-x**—o . 

. A 

37. Cas irréductible. Ce cas a lieu quand ^*-|-a7ÿ* est négatif ; 
alors les trois racûies sont réelles ; mais clics <c présentent sous une 
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forme imaginaire dans les trois formules géne'rales ; on peut les ob- 
Içmr par <1 m <>M VtHMarâtttBl {tétnt teop peu co n t a » ; » 

génies : la mcihodc suivante due à Clairaut est préférable ( Voyez 
son A!g. pag. 298 ). 

Le cas irréductible n’ayant lieu que quand p est négallf , la pro- 
posée sera de cette forme 

er. , ' • • 

• - — . 

On aura une racine x' approehée &- moins d’un millième pris , dans 
les cas les plus défavorables, par cette formule , 

dans laquelle le signe supérieur répond è ^ positif, et vicevtrsâ. 

On aura ensuite une valeur plus approchée de x' , par la mé- 
thode de Newton. 

Les deux 'autres racines x" , x*" seront données par l’cquatlon 
ar*-+-jrjt^— J comme ci-devant. 

On trouve aussi les racines des équations des a.”* , S."* et 4 -“* 
degrés par les lignes trigonomciriques -, mais, ce moyen étant moins 
simple et moins expéditif que bien d'autres , nous ne le rapporterons 
pas ici ( Voyez A nolise, algibriqve de Garnier, pag. 257). 

38. Rognes égales. Elles sopt le passage des racine; réelles aux 
imaginaires; on a vu , dans le n.° 19, comment on les trouve: 
il est utile d’avoir , pour le troisième degré , : des formules qui les 
donnent immédiatement. , 

Soit la proposée 

x^-\‘ax'-\-lx-\’C—o ; 

elle aura deux racines égales si (Voyez le n.° 4 ^) condilloii 
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i^e*+2ac[2a'—ç^]-{-6‘ ( 45 — a*) s o 


L«s deux racine* dgalei feront 


x"=x'»=-^-~ ± \ i/?T3î] . 


racine inéeaic sera 


^ -I- T o>— 3<J • 

»■' , • ' t— ( 

Le signe supérieur a lieu quand la quantité 20^—Qoi-{‘2-;e est . 
positive. Ce sout le* signe* inférieurs qui sont rélaûls au cas oü 
cette même quantité est négative. 

Pour démontrer ces formules , il suffit de eomparet, temié à 
terme , la proposée X—o , avec celle-ci, , 

^ (jf— *■ 

Quant & la régie relative au double signe +, on la découvre en 
faisant disparaître le deuxième terme de la proposée qm devient 
delà forme x^+px+q=o , et l'on a alors ' 

* ^ ' ■fl' ^\t *’ î 

d’oik l'on déduit aisément la règle dû double signe. 

29. Construction graphique. Les géomètres ont long-temps cherché 
las ncines par des intersections de courbes : on en fait moiqs usage 
•«iourd'fani, è cause dq temps qu'exige leur description; mais, on 
n'avrit paa fait attention que la même courbe peut servir pour toutes 
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les ^uaiîons du même degré , du moins pour le 3 ,“* , le 
et le 5.™'. J'al fait , le premier , cette remarque utile dans mes 
Opuscules, pag. ii6. Par ce perfectionnement , la méthode des 
courbes devient précieuse ; elle est la plus expéditive de toutes ; 
elle donne les racines approchées à moins de près : la mélhoda 

rectifiée de Newton fournit ensuite le degré d'approximation dont 
on a besoin. 

Soit la proposée 

; (i) 

;c fais x—li, et )’ai la transformée 

Pz’+//»z4-7=o . (2) 

qu’on peut remplacer par le système de ces deux-ci 

> ( 3 ) 

P/-f//7z4-f=o (4) 

dont la première représente une parabole cisblque , et la deuxième 
une ligne droite. 

11 est évident que la par.-)bo1c étant tracée sur un carton , 

si l'on construit , sur ce même carton , la droite de l’équation (4) , 
les abscisses des points d’intersection seront les racines de la trans- 
formée ( 2 ) , pt la relation x-k-lz donnera les racines de la pro- 
posée (i). 

/ est une constante indéterminée qui a pour objet d'empècber 
que les points d'intersections de la parabole et de la droite ne 
tombent en dehors du carton : voici le moyen le plus simple d'obvier 
^ cet inconvénient. On prendra pour / le plus grand cociTicicnt né- 
gatif de la proposée , augmenté de l’unité : par ce moyen , toutes 
les racines de la transformée en z seront plus petites que l’unité. 

Si 
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Si donc , 11' pins grande abscisse AZ ( fig. 7 ) a ^té prise pour 
l’uniié , tous les points d'intersection seront compris dans les deux 
quarrës AZbY, AZ'B'Y'. 

Quant k la manière de construire la droite de l’équation (4) > 
elle est simple il suiHt de chercher les points où elle coupe deux 
des quatre côtés du quarré , en faisant dans (4) successirement 


x=0 , y=o , g = i , y=i . 

Remarquons encore qu’on peut éviter , pour diminuer l'étendue 
du carton , de conslruire la 'moitié AB' de la parabole , qui donne 
les racines négatives de x : eh e/Tet , après avoir trouvé les racines 
positives , il suiHt de changer •4*x en — z dans ( 3 ) , et les racines 
positives de la nouvelle transformée seront les négatives de l'équa- 
tion ( 3 ) ; mais il faudra construire deux droites au lieu d’une. 

Dans le carton que )’emploie , l’unité AZ a été faite de 300 
millimètres et à chaque division on a mené l’ordonnée correspondante. 

M. Monge ( Correspondance de FicoU polytechnique , an i8i5) 
a donné une méthode qui ne diffère de la précédente qu’en ce 
qu'il n’emploie pas l’indéterminée / , ce qui exige une étendue 
beaucoup plus grande pour la courbe , et rend la méthode moine 
simple. 11 doit m’ètrc permis de faire observer que mes Opuscules , 
où la méthode est expliquée è peu près comme je viens de le faire, 
ont paru environ cinq ans avant l'article de M. Monge : sans doute 
cet habile géomètre m’aurait cité s’il avait connu mes Opuscules , 
puisqu’il a attaché assex d’importance è cet objet , pour faire graver 
des tableaux destinés è remplacer le carton, 

3o. Table des racines. Reprenons la proposée 

x^+px-\-q=0 . 


Si on fait on aura * en posant — , la tran«fori»ce 

P ' ?* 


x’-J-r(x+i)=o } 


Digitized by Google 


(H) 

eette <!qaalioti n'ajrant plus qu'uoa seule eonstinie r , H ' est-ériflent 
qu’en prenant pour r une série de nombres positifs , pois Une autre 
série de nombres négatifs , on pourra cbercher toutes les racines 
de Z , correspondantes i tous les nombres des deuK séries , et en 
former une table qui fera connaître les racines de. la proposée pat 

le moyen de la relation sr= — , en celte manière. 

P 

Soit proposé , par exemple , 
on a ici 

p' — ® -, 

, y =7 , r= — = — =-o,i63 . 

11 n’y aura qu'li cbercher , dans la table et dans la colonne de r * 
ce nombre — o,i63 , et l'on troorera Tis-à-vis, dans la colonne des 
racines , celles de x , qu’il ne s’agira plus que de multiplier pat 

— = — , pour avoir les racines eberebées de x, 

P » 

Cette table, qui ne serait pas très-étendue, fournirait , tans contredit, 
le moyen le plus expéditif d’avoir les racines du troisième degré : 
il serait & désirer que quelque géomètre prit la peine de la calculer : 
il est à regretter qu’une table pareille ne puisse pas avoir Heu pour 
les autres degrés. 

Quatrième degré, 

3i. Méthode anatitique. t.° Soit la proposée 

x*+px'-\-qx-\-r=:o } (i) 

elle aura deux racines imaginaires et deux réelles, si la quantité 
4/»*(4or-y')-l-9y*(i6;>r— 3y*)4 i28r*(2T-/»*) , 
est négative ( Voyex le n.* 44 )• 
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f. Pour •toir k« raciae» réelka s> , 9** )m proposée , oq 

/>(,-+;/ Ç+gJ=.<i p'S-y'Ç^C^^B ; ’, 

•t l’on aura < . 4 . 


±J/ A+B-t+y^ 0’+3(44-B).]J .* 

X"=tj/-^^A-B J 

* Y 

le aigne supërienr ayant lieu pour le cas de tj nëgatif , et viu versâ. 
Pour le même cas, on aura les racines imaginaires jî*’^ , par 
les formules suirantes : 


'=+^/TTizr] 

t- *' ' 




-•'A- 


( jinalise Je Garoier , fag. 4» 217, aaS ), - .4. 


. s,_ . 
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2. ” Les qoatre racines de U proposée seront tootef imaginaires 
si l'on a les trois conditions 

4;>’(4/»r-7*)+9ÿ*(t 6/»r— 3y')+ 1 28r*(2r— ;»*) 

positif i P positif ; p'—^r ndgat'J ( n." 44 ) : »» «w« *' $ f 

par les quatre formules ci-dessus du* i.* 

3. * Cas irréductible. Les racines seront toutes réelles si p est 
négatif et que />* — Ip- soit positif, ainsi que 

fîpr— 3ÿ*)+*38r*(2r-;>>) . 

Four avoir les racines de la proposée , on cherchera celles ii' , 
u" , id " , de cette réduite 

dans laquelle on a 

^ 48 k' ^ 864 »4 64 ’ > 

ces racines, qui seront toutes réelles, se trouveront comme dans 
le n.® 27. On aura ensuite s', s'', x"' , , par les formules ^ 

générales suivantes , 

• »'=±j/-'-Ç^f/ u"-Ç^J / -- - f ] , 

X»=£f / f U’"- i] , 

*'"=+ è-] - 

Le signe supérieur répond au cas de q négatif , et fice versé. 

3a. Solution graphique, Ln considérant la proposée - ^ 
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*‘+;»:r*+ÿ*+/-=o , (0 

t ■ J . 

comme le résultat de l’élimination de' y, entre deux équations du 
second degré en jr ety , on pourra trouver les racines de. celle proposie 
par les intersections de deux sections coniques, dont l'une constante 
sera tracée , li l’avance , sur un carton , et l’autre variable dépendra 
do la valeur des coeiTiciens de la proposée. Comme la ligne droite 
et le cercle sont plus faciles à tracer que les autres sections coniques, 
il est naturel et avantageux de les choisir pour^courbes variables. 

I.* En faisant, dans la proposée; (/ étant une constante 

indéterminée ), elle devient V 


/*x*+/>/’x’+y/x+r=o , (3) 


En faisant l'—p ou suivant que est positif ou négatif, 

on a 




' -I. - 

• i 


(3) ' 


qu’on peut remplacer par le système de ces deux-ci, , 


jrz=x*;;t;x* ,• < 

(4> 



(5) 

1 ;.i . iîO "î: 

..y 


Ayant donc tracé sur un carton les deux courbes- dej'équation (i) 
qui serviront, l’une pour le cas de p positif; l’autre pour celui de 
P négatif, si l’on construit la droite variable de l’équation (5), les 
abscisses des points d'intersections de cette droite et de la parabole 
du quatrième degré (4) , seront les racines de l’équation (3) , et 
par conséquent la relation x = xp/p] donnera leS;racines de la 
proposée. . j::- „ -p b 
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Cetle preiniire méthode a l'inconrénient que lea points tinter-» 
•aectioDS pourront quelquefois tomber en dehors du carton, 
a.* La proposée étant toujours 

. ... » 

»*+/«**-4-f*+r‘=o ; I > (•) 

• .f 

je fais vsah, et U trient la transformée , . , 


‘qne j'écris d’abord ainsi 

— ^)e*^-^x•^-y/z+rï=o 


(*) 


et qu’on peut remplacer par le système de ees deux-ci 

r=-*‘ » 

» (4) • 

L’équation (3) représente une parabole du second degré , jet l’é- 
quatîbn (4) un cercle : en mettant celle-ci sous cette fnime 


/ , p—l'\ . Y , 9 (P—I')* , Z. 


(40 


on reconnaît que le cercle qu’elle représente a pour abscisse de son 

, . - /•— P 

centre , pour ordonnée de ce centre 5=-^^, -et pour 

tayon ' 


•■+*** ^ 


Si donc on trace sur un cartoh ( fig. 8 ) la parabole f=a*, 
dan« laquelle AZ^ i • cette courbe aerrira 1 trouver lea racines ék 
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fauta ^qaatîoQ' proposée du quatrième ' degrd ; car , ayant dcfcHt la 
cercle dont les coordonnées du centre sont • , ( , et le rayon ^ 
les abscisses des points d'intersections seront les racines de l'équation (4), 
et la relation x = lt donnera les racines de la proposée (i). 

11 faudra prendre pour / un nombre tel que a , S ^ et les absefsses 
des points d'intersections ne tombent pas hors de la figure , ce qui 
sera toujours, possible , en prenant / assez petit. Ordinairement , on 
pourra prendre pour l le plus grand Coefficient de la proposée « 
pris positivement et augmenté de l’unité. 

Remarque i. S'il arrive que le cercle soit sensiblement tangent I 
la parabole , il y aura incertitude pour savo'ir si la proposée a deux 
racines égaies ou deux imaginaires i dans ces. cas rares ,-41 faudra 
recourir à la méthode du chapitre III , ou bien , vérifier le doute 
par les formules du n.* 3i, relatives aux conditions d'imaginaritc : 
cette remarque s'applique aussi au troisième degré. 

Remarque a. On peut aussi trouver les racines do l’équation du 
troisième degré = o , par la méthode du présent numéro 

car il suffit de faire rs=o dans les calculs précédens ; alors , l'onc 
des quatre racines sera zéro et étrangère à la question ; les tro'is 
autres seront celles de la proposée. 

Remarque 3. Les méthodes graphiques ont nn grand avantage ; 
celui de faire distinguer d'un seul coup-d’ceil les racines réelles , 
tant positives que négatives , et les racines imaginaires ; je^répète 
qu’elles sont plus expéditives que celles qui sont analiliques , è présent 
qu’on peut faire usage d’une courbe invariable , et que tout se réduit 
è placer une règle ou è faire tourner un compas. ( Voyez mes 
Opuscules f pag. iii.) 

33. Racines égaUsl\i sera utile de rapporter ici , comme nous 
l'avons fait pour le troisième , degré , les formules relative} aux 
racines égales.' 

&it la proposée ' ■ 
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je U délivra du second terme , pour simplifier les fomitlee, en faisMSl 

'x=u — •— , et j’ai une transformée de cette forme u*-\- pu*-\-qu-\-r—0'. 

elle aura deux racines .égales u'" , , et deux inégales , 

si en a la condi.ion 


4/)’(4/9r-y*)+9y*(i6^r-3j>)4-i28/-"(2r-/j’)=o , 
et l’on aura * ' ' ■ ' 

O/""— 9f — V 

" t 

I ' . ■ p— au«>J ; 


it' et ne seront réelles que dans le cas Se p négatif et plus 
grand que 

'Si la transformée à trois racines égales a"~u'"—u}'* et une 
autre vf inégale, on le reconnaitra par la condition ^*-l-i 2 r = o qui 
exige pour la réalité des racines que r soit négatif, ensuite on aura 



'et u'~-^Zn". Le signe supérieur a Heu quand <j est positif , et 
9'ce versâ. Ces expressions des racines égales fournissent une con- 
aition plus simple que la précédente , savoir. 



Enfin , si X—o avait deux couples ou deux racines dotales 
*'=5a''' et , on le reconnaîtrait de suite par la transformée 

eu U , dans laquelle on aurait i • I • 

f=o. 
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* N 

Ç =0 , p'= 4 ft . 

L’ëqaation en u , dans ce cas , devient ^ u* + — ^ =o : ' 

Les formules précédentes du quatrième degré s’obtiennent facile>i 
ment en suivant la marche indiquée pour le troisième. 

(• Cinquième degré, 

^ 34. ConsirutUon grapiitçue. Le cinquième degré est susceptibl* 
d’une construction analogue à celle du n.» 3a , relative au quatrième 
degré. 

Soit la proposée. 

en faisant *=/z , il vient 

zs-t-£?+îL’+:î 4.1=0, 

— ^ /I “ /* “/s • 

9 

En faisant P=-^p ttl=\/'^p], on a 


i‘±e’+ 




, r. , , 

+7T+::::7:^=o- 


pyj±p]~ ~P'\/:±:p\ 

(le signe supérieur correspond è p positif). 

Cette équation peut être remplacée par le système de ces deux-ci ^ 


Y=z?±z} , 


(0 




6 ' 
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dont la premUra repr^sonlo deux paraboloa du clnqmimo degrd 
(l'une pour le cas de p pokilif, et l'autre pour celui de;> négatif), 
et la aeconde une parabole du deuxième degré. La première est 
invariable et pourra être tracée sur un carton : elle sera double à 
cause du signe ^ : la parabole du deaxième degré est variable et 
dépend des coe/Hciens de la proposée : on a des insirumens pour 
la décrire par un mouTement continu. Si on met l'équation (a) 
sous cette forme 

on reconnait que l’abscisse a du sommet de l'axe de la parabole , 
lequel est parallèle aux y, est 

r> 

que l'ordonnée du même sommet est 

e *'* 

et que le paramètre est 



- y 


Il faut faire atténlion que ï'axe de la parabole s’étend indéfiniment 
du cdté des Y positifs , si est négatif , et mVc versâ. 

y 

Â.U mo'yen de ceS expressions, il sera facile de tracer la parabole 
variable , dont les Intersections donneront les différentes valeurs de 
t , lesquelles è leur tour feront connaître les racines de la proposée 
parla relation 
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CHAPITRE V. 

UÉTH0DE5 MÉCANIQUES FOUR TROUVER LES RACINES. 

Ijes moyens mécaniques de Irourcr les racines ne doivent pas tire 
considérés sinipleineni coniuie des récréations roalbéiiiailques : ils 
oflreni encore , s'ils sont bien connus , un procédé expeuitif pour 
avoir une première approxlinatlou des racines , du moins dans le 
plus grand nonibre des cas. 

On trouve, dans Y Encyclopédie méthodigut , au mot équation, 
la description d'un constructeur universel des équations deierniinées. 
Cet instriimcnt , qui n'y ests appliqué qu'aux équations du second 
degré, est déjà Irès-cnmpllqiié : il est aisé de voir que , pour les 
degrés supérieurs, la complication augmenterait au point de le rendre 
impraticable. 

• On trouve encore, dans le 17.“* cahier du Journal de téroTt 
polyiechnique , «ne méthode fondée sur la considération des déve- 
loppantes du cercle , laquelle ne saurait remplir le but que l'on 
doit se proposer, l'économie du temps ; d'ailleurs sa thtk)rîe est trop 
abstraite poor être è la portée du plus grand nombre des lecteurs. 

J'ai décris , dans mes Opufcules , pag. iSa , on nouvel inslrnmenl 
que j’ai appelé balance algébrique , et qui a p-sru , & plusieurs sa- 
vans géomètres , réunir les qiialilés^désirables , la simplicité et une 
précision snlHsantrs ; je le mpporte ici avec quelques additions. 

£nfîn , je termine ce chapitre par l'exposition de deux nouveaux 
moyens qui ont l'avantage de n’exiger que quelques cartons que 
chacun peut tracer sans frais. 

35. Balance algébrique. Suit 
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r<!quation propos<le , dont je suppose les coelficieDS numdriques. 

Je pose les équations 

x=y' , x'^y" , x'=y>" , , x'—y'' , etc. j 

la proposée devient ' 

a+by'+cy"+Jy'^'’\-ey'* +/y'' -\-e/c.~o . (a) 

Supposons maintenant qu’ayant pris ( fig. 9 ) BD=DJ=i , et ayant 
éleve la perpendiculaire BA=i , on mène les lignes AD , Ad , et 
qu’on construise de part et d'autre de AD les paraboles AM"D, 

AM'"D, A M^'D Am>'d, Am"'d , AnA'‘d etc., re- 

piésenlées par les équations x' — y" , x'—y'" , etc. , en prenant 
AP=x , PM"=y» , 

Supposons ensuite que , dans l'équation ( 1 ), qui aura des termes 
négatifs , si elle a des racines réelles et positives , on ait transposé 
dans le second membre ces termes négatifs. 

Supposons enfin qu’on ait placé dans les points Q , m' , m" 
m'" , nA'' , et itf , M'" > M" , hP , etc. , des poids proporlionnels_ 
aux coefficiens a', h , c, d, etc,: alors il est évident que $1 AB 
est un axe bori^.onlal , il y aura équilibre autour de cet axe , entre 
les poids qui sont à gauche et ceux qui sont à droite , quand 
AP=x sera une racine de la proposée. 

Par exemple , si la proposée est 

a+Jjr— = 0 ; (<0 

je l'écris ainsi 

2+3y—4y"+Sy'"+ç)y"'=o , 
ou 

txAyZy'Af-Zyt/l^^yVI — 4y't . (a'’) 

Je pose eu Q un poids ssa , en un poids s=3 , en m'** un 


; 
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poidi =8, en m^'' un poids =f)f et en un po’ds =4 : ü 
est aisé de sentir que la somme des monieiis des poids devant 
être é^alc de part et d’autre de l'ave /4B , il y aura équilibre quand 
AP—i sera une racine réelle positive de la proposée. 

Imaginons maintenant qu'au moyen d'un mécanisme quelconque., 
une régie M'm' fasse mouvoir les poids chacun sur la ligne dmilc 
ou courbe qui lui appartient ( à l’exception du poids Q qui doit 
rester li la même place ) , l'équiKbrc aura lieu chaque fois que AP 
sera une racine positive. 

36. Remarques, La description théorique qui précède a besoin do 
quelques développemcns , tant pour la construction de l'insiruraent 
que pour son usage. 

1. " Ce qui précède suppose que toutes les racines sont positives : 
il faudra donc , apres avoir trouvé les positives , changer les signes 
des termes affectés des puissances impaires de j: , et recommencer 
l’opération pour avoir les racines positives de la transformée , qui 
seront les négatives de la proposée. 

2 . * On a supposé encore que toutes les racines étaient comprises 
entre xéro et un : il faudra donc préparer la proposée , en y faisant 
s=Lz , Z étant la limite supérieure positive de la proposée. ( Voy. 
le n.“ i8. ) Ayant trouvé les racines do la transformée en *, on 
aura celles de la proposée par la relation x~Lz. 

3. " Ce qui précède suffit pour la théorie , mais non pour la 
pratique. Los paraboles sont des fentes dans lesquelles doivent glisser 
des fils métalliques , dont chacun porte un petit vase destiné à 
recevoir les poids : ceu.x de ces vases qui correspondent aux termes 
de l’équation proposée , contiennent des poids proportionnels aux 
coefficiens j lîs autres vases sont vides : tous ces fils sont mis en 
mouvemens par une règle M'm' , percée d'une rainure , et garnie 
d’un Vernier qui parcourt la ligne AB. 

On sent que les fentes paraboliques ne sauraient être prolongées 
jusqu’aux points A, D , où elles se confondraient : il est donc 
nécessaire d’éloigner de ces points les racines de l’équation. Pour 
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cela, on'remarqnen qae L étant la limils supérieure posîtWe de 
la proposée , si on y met Lz pour x , toutes les racines positires 
^ de la transformée seront comprises entre o et -(-i ; que si, dans 
l’équation en z , on met ou {z pour z , les racines positives 
de celte seconde transformée seront toutes comprises entre o et 0,4 ; 
qu’enfin , si, dans cette seconde transformée , on met z — o,5 pour 
z , on aura une troisième transformée dont les racines positives seront 
comprises entre o,5 et 0 , 9 . 

11 suit de là qu’en mettant dans la proposée — (z — o,5) pour x , 
on aura , d'un seul eoup , une transformée en z , dont toutes les 
racines positives seront comprises entre o,5 et o.i) , et tomberont 
par conséquent assez loin des points A , D , d , ou les courbes se 
confondent. ' 

Celle préparation préalable a un autre avantage , c’est que près 
du point A les racines ne sauraient être déterminées avec le méma 
degré d’approximation , que loin de ce point. 

Quant aux dimensions de l’insirumenl , si le plan EFfe , qui a 
la forme d’un trapèze, est en bois, on fera AB=bo centimètres; 
d'oià Ff=njo, Ee—5o, HI = 20 -, mais si l'instrument est en cuivre 
al sulEra de faire AB= 2 b , ce qui réduira i la moitié les autres 
dimensions. 

Le trapèze EPfe porte deux lourrillons en H et I qui tournent 
dans deux crapaudines que portent deux monlans verticaux. 

4 .* Lorsque la règle mobile M'm' approche d’une racine , les deux 
bras de la balance approchent aussi de l’étiuilibre ; au-delà de la 
racine , le bras qui était le plus pesant devient le plus léger : il 
n’en est pas ordinairement de meme si la règle rgiicunire deux 
imaginaires; le bras qui éta'U d'abord le plus pesant , perd , ju>qii’à 
nn certain point, une portion de sa prépondérance, puis, passées 
point , la reprend par degré. 

Si la règle rencontre deux racines égales ,'le bras qui avait U 
prépondérance, la perd peu à peu , jusqu’au moment de l’é^Uiilre,. 
pu'is la reprend par degrés ioseusiblea. 
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Par eei earactèrea , ,sn pourra proiqus toujoora diitipguer !«• 
racines imaginaires et les racines égales; mais, il est un cas o& 
l'instrument ne sera pas assez sensible , et où il faudra recourir aux 
zneihodes des chapisres III et VI ,■ c’est celui, où l’axe de la couiba 
X=Y ( lig. 3,4(5) s'approche très-près d'un sommet; alors on 
pourra confondre deux racines réelles inégales et très-voisines, avec 
deux racines égales , ou avec deux raeinee imaginaires. 

Enfin . si la courbe X—y a des ordonnées minima ou de sommet 
canveyie imaginaire , ee qui arrive quand la première dérivée do 
AT=so a des racines imaginaires ; alors le même bras conserve sa 
prépondérance avant ‘et après la rencontre do l'ordonnée minima 
imaginaire , et rinslrument ne manifeste point l'existence des racines 
imaginaires. ( La Ugare 6 offre an exemple de ce cas. ) 

5.* Le plan de l'instrument pourrait être vertical , et alors l’état 
d’équibbre serait indiqué par un fil à plomb suspendu en l , qui 
Coïnciderait avec IH. • 

37 . Exemple, Soit proposé ^ 

.»*•— 3.x— a=o . (*) 

La limite supérieure positive L de cette équation aérait 3, d'après 
la règle du n.* 18 ; mais , comme il est important de la diminuer ÿ 
je fais Z=s3 , et je vérifie ce nombre 3 en mettant x—x pour x, 
car, la transformée n’ayant plus qne des variations, m’apprend qua 
toutes ses racines sont positives. 

Je fais donc , conformément à la remarque 3.* du numérn 
précédent , 

jr=5(x— 0,5) \ . 

at il vient la transformée 


(•) Ou C»*— 3)(**-f<c+j)aeo. 


4 . ■ 


( 48 ) 

6 a 52 ‘ — iia 5 z’+ 725 i* — 203,75^+20,1875=0 , 

ou simplement 

GaSx*— I i25x‘+7-5z* — 2o4.*+20=o , 

ou encore 

' 62,5x*— 1 i2,5z*+72,5z* — 20,42+2=0 ; 

Soumettant celle équation \ l'dpreuve de la balance , on troure que • 
l’équilibre i lieu en un seul point , celui où l’index de la règle 
mobile marque 0,78 : donc ^ = 0,78 et 3^= 1,4. Au-delà de ce 
point, celui des deux bras de la balance qui avait la prépondérance , 
la perd et ne la reprend plus ; d’où l’on conclut que la dérivée 
de X=y a deux racines imaginaires. 

11 reste à trouver les racines négatives de la proposée : pour 
cela , je change +x en —x , et elle devient 

— xr’+ax — 2 = 0 ; 

L vaut encore ici a , et je fais 

ar= 5 (z— 0,5) ; 

!1 vient la transformée 

6 a 5 z‘— 13752^+1 1002’— 371,25^+41,4875=0 , 

en simplement ( pour se borner à des poids représentés par 3 
chillres ) . 

,C2,52» — 1372’+! 102’ — 37 ,iz+ 4 ,i=o . 

Soumettant cette équation à la balance , on trouve que l'équilibre 
n’a lieu que dans un point , celui où Hudex marque 0,78 : donc 
2=0,78, et s ou la racine négative =—1,4 : donc aussi la pro- ' 
posée a deux racines imaginaires» 

38 . 
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38. Autre systime de 'balance. BbeE ( fig. lo) esl «n rectangle 
dans lequel £^=2 = 5o centimètres est divisé en 200 parties égales 
numérotées de part et d’autre du milieu o ; la parallèle Ce est 
divisée depuis le milieu vers C eX c , en faisanbdans succes- 
sivement jr=o,i , xz=o,2 : les valeurs de y donnent les dis- 

tances respectives de chaque point è la ligne 00 du milieu. 

La parallèle Dd a été divisée de même d’après l’équation , 

en faisant ar=o,i , 2' = o,3 

La parallèle Ee a été divisée aussi d’après l'équation y=x*. 

Il faut imaginer d’autres parallèles Gg divisées d'après 

les équations y = jr‘ , yz=x*, 

Les points correspondans de toutes les parallèles sont joints par 
des courbes lo — 10, ao— 30 , 3o — 3o , etc. 

Toutes les parallèles sont des fentes dans lesquelles se meuvent 
les dis qui portent les poids : ces fils doivent être tous placés sur 
la même ceuibe , ce qui ne peut s’exécuter qu’è la main : on les 
fait glisser d’une courbe è la suivante , jusqu’è ce qu’on ait trouvé 
l’équiUbre autour de l’axe horizontal 00 qui repose sur deux montans 
verticaux : si alors les fils sont sur la courbe 3o , la racine indiquée 
est jtz=: 0,3 o ; et ainsi des autres cas. 

Par ce système de balance , on évite l’inconvénient du premier 
où les fentes se confondent près des points A , ’D , d. { fig. 9. ) 

11 reste à préparer l’équation proposée pour que toutes les ra- 
cines tombent entre o et >^1 , en faisant x = Lz. ( L étant la limite 
supérieure positive de la proposée. ) Pour avoir les racines négatives, 
on change -+-jr et — x , et l’on recommence l’opération. 

Comme les courbes voisines de l’axe donnent peu d’approximation,' 
il est plus avantageux de faire 

ar=iaZ(z — o,5)=Z'2z— i) , 

afin que les racines de la transformée en z tombent entre 7 et -4- 1 : on 
trouve ensuite les négatives en changeant préalablement -f-jr en —x. 

7 


( âo ) 

EuHn , si l'on voulait avoir , par une seule opération , toutes 
les racines tant positives que négatives , en appelant L' la limite 
supérieure négative de la proposée , on ferait 

ar=z — 2 (L+£ 0 (*— ®>5)=a.£+.t'— 2(Z4-Z0 z . 

Toutes les racines de la transformée en z seraient positives et com- 
prises entre | et i ; mais , ce second moyen a l’inconvénient de 
fournir des coefliciens trop gros et qui diminuent l’exaclilude des 
résultats. 

Je remarquerai encore qu’au lieu des poids variables, on pourrait 
employer des poids constans ; mais Tins trument deviendrait plus 
compliqué et moins exact. 

3 g. Triangles algibriijues. On peut , au moyen de quelques cartons 
que chacun peut construire sans frais , remplir le même objet que 
par la balance précédente. 

,C fC e/£.(lig. 11,13, 1 3 , etc.) sont des trian- 
gles rectangles isocèles en carton, dont les côtés /i, B,, A, B,, 

sont divisés en 100 ou 1000 parties égales; les autres côtés B ,C, , B,C„ 

BfCf égaux à l'unité , sont divisés de manière que les 

distances de chaque point au point B sont les ordonnées des courbes 

y=x , yz=x‘ , y=ar’ , 

en faisant successivement 

ar=o,i , ar=o,a , s's=o ,3 , 

Enfin, des points À, , etc., on a mené des , droites b 

tous les points dedivision de B^C^ , B^C^ , B^C^ 

Voici un exemple qui sulllra pour faire comprendre l’usage de 
ces cartons. Je prends l’exemple du n.“ 37 , 

— x' — a;r — 3=0 . 
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Je fa!» jf=aZ(z— 7) afin que^ foules les racines positiTCs' soient 
comprises entre 7 et On a ici Z = a, et la transformée - est 

ia8z* — 224e*+i36z’— 36 z+ 3 =o , 
ou en divisant par le plus grand eoeificient aa^ , et transposant 
o,571z‘+o,6o7z*+o,oi3=z’+o,i6iz , 

Je prends ( fig. ii,ia,iJ,i 4 ) 

, ^,^f,=o,6o7 , , ^4/^4=0,571 f 

}e pose la ligne //f, sur : je pose de même la ligne IB, du 
carton fig. i 3 sur la ligne ///, : je fais glisser le carton fig. 14 
sur le carton fig. la , et le carton fig. i 3 sur celui de la fig. i r , 
jusqu'à ce que IH donne 1 » même longueur que 
JH,+IB^ , les points I étant tous pris sur les transversales de même 
«numéro : je trouve que l’égalité a lieu pour les transversales du 
n.° 85 ; d'où je conclus que z= o ,85 , et par conséquent y 

( à cause de x = 2(22—17 )• 

Cela est fondé sur ce que la ligne . 0 , 85 , valant r, la ligne Jl/f 
vaut o,i6iz : de même 

0485=2* 4 ///, =0,6072* , 7//4=o,57I2* ► 

Au reste» on sent que le degré d’exactitude sera: d’autant plus 
grand que les cartons seront eux-mêmes plus grands , et que le 
plus petit nombre de l'équation, approchera plus de l'unité. 

On sent encore que ce que nous avons dit précédemment des 
racines négatives » égales et imaginaires s'applique à la méthode du 
présent numéro. 



tHAPITRE VI. 


DÉTERMINATION DU NOMBRE DES RACINES IMAGINAIRES d'uNE 
ÉQUATION d’un DEGRÉ QUELCONQUE. 


Le problème qui fait l’objet de ce chapitre est très - important ; 
malgré une longue suite d'efTorts , on n’en a que des solutions ou 
incomplètes, ou impraticables. ( Voyez le n.” i3. ) La suivante parait 
devoir terminer heureusement cette branche de l’anallse. 

4o. Il suit de la sixième remarque du n.° iS, que lesy Wn/'/na 
ont une corrélation nécessaire avec le nombre des racines imaginaire^ , 
et que , par conséquent , l’équation qui donnerait toutes les valeurs 
dj y maxima ou minima , ferait connaître , par la succession de 
ses signes , les racines imaginaires , en discutant , pour chaque 
degré , les différons cas qu’il présente. 

Cette équation en y, que je représente par I’'=o , et que j'appellerai 
équation des sommets ou équation des racines imaginaires , est facile 
à former ; en effet , on a , pour caractériser les sommets , l'équation 

X'= ^=o:il suffit donc, pour avoir , d'éliminer x entre 

A''=o et X=y : l'équation résultante en y sera du degré m — i. 

Voyons maintenant commet l'équation Yz^o peut faire connaître 
las racines imaginaires ; un coup-d'mil sur les figures a, 3, 4i 5 
suflira. Nous conviendrons d'appeler positif l’espace qui est en dessus 
de l'axe des x, et négatif celui qui est en dessous. 
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Dans la figare a , relative au deuxième degrd , T=o sera du 
premier degré et de la forme y+^ = o. Dans le caa de deux racines 
imaginaires , j4 sera négatif ou y positif , ou bien encore y-\-A — 1^=0 
n’aura que des variations de signe , d’après la règle de Descartes. 

Pour le troisième degré ( iig. 3 ) , 1=3 o sera de la forme 

Ÿ'+Ay+B=o i 

dans le cas de deux racines imaginaires , l’axe des x aura une des 
deux positions O, ou O, et ne rencontrera la courbe qu’en un point: 
les deux valeurs de y seront ou toutes deux positives , ou~toutes 
deux négatives ; c'est-è-dire que l'sso aura ou deux variations, ou 
zéro variation. 

Ces deux exemples sulTisent pour faire voir comment il faut 
discuter les degrés plus élevés , et comment tés signes de l’équation 
l'=o dépendent do la position de l’axe des a: , laquelle , è son tour, 
détermine le nombre des imaginaires. Un examen attentif m’a fait 
apercevoir la loi de cette relation qu’on peut esprimer par la 
théorème suivant. 

Théorème sur les racines imaginaires. * 

.^=0 étant une équation du degré m , et X^o sa dérivée 
du premier ordre, si on éliminer entre X^yeiX'=o, on aura, 
en y, une équation 1^=0 du degré m — i , dont les racines y* ; 

y" 1 y'" sont les ordonnées maxima et minima de la courba 

X=.y : cela posé , on aura , entre les signes de l’auxiliaire Jf==o ; 
et les racines imaginaires de la proposée A=sO, la correspondance 
que voici : 

i.* m étant pair , A’3sO n’ayant pas de racines égales , aura 

> 3 , 4 • 6, m , racines imaginaires , suivant quq 

PsiO , aura 
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m 

A 


> 





pcrmaaencet de signe. 

2 .* m dUnl impair , X=o n'ayant pas de racines dgalcs J aora 

O , a , 4 > 6 , racines imaginaires, suivant que 

1=0 aura 



permanences. 

3.” 1^=0 aura 1,9,3, etc. , termes nuis , à commencer 
par relui qui est constant , suivant que X=zO aura une racine 
double , deux doubles oa une triple , trois doubles ou une qua- 
druple, etc. ' 

Ce ihdore.ne renferme une solution aussi simple que complèle 
du problème des racines imaginaires ; il réduit la diilicullë i celle 
de trouver les racines égales ^ puisque la même équation Y=o 
donne , a la fois , les unes et les autres : nous osons croire que 
sa découverte est un grand pas en algèbre : nous verrons plus bas 
qu'il conduit encore à la solutiorv d’un autre problème du même 
genre , celui de distinguer les racines positives des négatives; enbn, 
il est d’une application facile , et les fo’ mules qu’on en déduit 
peuvent trouver place dans les livres élémentaires. La table sui- 
vante , qu’il serait facile de prolonger , présente , pour les dix 
premiers degrés , 1a marche de la loi exprimée par le théorème» 
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Table des racines imaginaires de X=o, 
Correspondantes aux permanences de V=o. 


Degré 

de 

ImagÎD.** 
. de 
X=o 

Permanences 

de 

l'=o 


Degré 

de 

X=o 

ImAgin.'* 

de 

X=o 

Permanences 

de 

r=o 


O 

I 





O 





O 

4 


a 

0 










2 

3 ou 5 





8 

4 

2 ou 6 

3 

O 

2 

1 

O ou 3 



6 

1 OU 7 


O 

»> 



8 

O 

4 

2 

I ou 3 






4 

O 



O 

4 






2 

3 ou 5 


O 

3 


9 

4 

2 OU 6 

5 

O 

1 ou 3 



6 

I ou 7 


4 

O ou 4 






O 

3 



8 

O ou 8 

6 

2 

2 ou 4 



0 

5 


4 

I OU 5 






6 

0 



2 

4 ou 6 






4 

3 ou 7 





lO 




O 

3 



6 

2 ou 8 


2 

2 ou 4 



8 

1 ou 9 

7 

4 

t OU 5 






é 

O ou 6 



lO 

0 

» 
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L’usage de cette table est simple : si , par exemple , la proposée 
O est du biiilicme degré , on voit , par la table , qu’elle auria 
six imaginaires si L=;0 a une permanence ou sept permanences. 

C’est le moment de prévenir une objection. Le théorème précé- 
dent est d'une évidence manifeste lorsque la courbe X=y a toutes 
scs branches ; mais , il peut arriver qu’elle en perde quelques-unes , 
et même que l'=^o n’a^t que des racines imaginaires : dans ce cas, 
le théorème ne sera-t-il pas en defaut ? l'experience prouve que non. 
II faut faire attention que , dans notre inelhode , rc ne sont pas 
les valeurs absolues des y ninima ou maxima qu’on emploie ; 
mais seulement les rapports numériques du nombre des y maxima 
aux y minima’, c’cst-è-dire , les positions respectives de ces deux 
espèces d’ordonnées de signe contraire : or , on peut bien comparer 
des quantités imaginaires sous le point de vue de leur position , 
sans connaître leur grandeur absolue ; c'est pour cela que la loi 
qui lie les signes de Y=o aux racines Imaginaires de A’=o , ne cesse 
pas d’avoir lieu quand L=o a des imaginaires. Au reste, c’est ici 
un fait d’analise qu’il serait sans doute dliTicile , mais non impossible, 
de démontrer par le calcul. 

'Règles déduites du théorème pour les six premiers 

degrés. 

43. Quoique la formation de l’auxiliaire 1 = 0 soit facile, il est 
encore plus commode pour la pratique d'c/Tectuer les calculs sur 
les équations littérales des premiers degrés , afin d’en déduire des 
formules qui dispensent de former l'équation L=o pour chaque 
équation numérique proposée. Passé le si.xièmc degré , lus éliminations 
en lettres deviennent trop compliquées , et d'ailleurs les substitutions 
è faire dans des formules littérales seraint plus longues que l’éli- 
mination elle-même entre deux équations numériques. 

2.“* Degré. Soit la proposée 

s' 
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#*+<Mr-i-i=o=X : 


\ 


X'ssajF+flso - 

tiiminanC x entre X '^0 et Xtsl^ y on tronre , pour YaOy 
celle-ci 

Xy+o’— 4^=0 ; 

donc , d'apr&s la table , la proposée aura deux racines imaginaires si 
4y-{'o'—4^=o n’a point de permanences; c'est-à-dire , si 4^ 
est négatif, ou bien si 4^>a*, ce que l’on savait. 

43 . 3.“* Degré. Soit la proposée 

, X=x’-^-ax‘+6x+c=o . 

On a 

X'=eix*-\-iax-\-b . 

Éliminant x entre X'=o et Xz=y, on trouve, pour 1^=0, celle- ci 
i7/*+2'9tf3— an’— a7f)y-f-a7e*4-2tfc'an* — — a*)=o=l’; 

t 

Donc , d’après la table , la proposée X=o aura denx racines 
imaginaires, si l’auxiliaire Y=o a zéro ou deux permanences. Gimme 
dans ces deux cas le terme censlant doit être positif, >1 s’ensuit 
que la condition du deux rac'mes imaginaires est que la quantité 

37c* +2er ' 3 fl*— (4i_« ») 

soit positive. 

44- 4-"* Degri, Soit la proposée 

Xe=x*-^-ûx*-^-6x’-^'ex••^^=o : 

oo a 

X'=4*^-j^3ax'+2ix-i-c=o . 

S 
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Pour ëlirainer s entre ^''=0 et X=^y , je meU denx fols de tuite 
dam Xs=X la valeur de , tirée de X'aso , ce qui donne l'équa- 
tion (ij ci-aprèâ ; en combinant (i) avec X'=^o, on a l'équation (a) 

(3n*— i6</-+-i6/=o (i) 

(^a’-32fli4-4S^);r*K5fl*i-i6i*-4a«-»-64^ar+t;3a*-8i)-64*r'=0. (a^ 

Celles-ci étant traitées !> la manière ordinaire, on trouve, pour 
P= J , en posant 

'gaflc— ia88*+i44<'’^“27** » 

S » 2{~‘ia‘c*+ga*lc—^oai'c-\-j3ic^—2s‘y+8b*) ; 

a7«*— f 

celle-ci 

a56^-(768</+-<iy*+(768J*+3^i+Jî)/-256«(’--»/<?-^</-(^*=o . (T) 

Mainlcnant , d'après la t;ble du n.» 4i , la proposée X=0, 
aura deux racines imaginaires si J«»> a une ou trois permanences; 
la proposée aura quatre imaginaires si y=o a »éro permanence, 
c'est-è-dire , trois variations. 

Ces conditions' peuvent être énoncées comme il suit. 

En écrivant^ pour abréger 2'=o, de cette roauiëre, 

y'+A'f'+By+C/=o , 

on remarquera que tous les ras d’une ou trois permanences qui 
donnent deux imaginaires , sont compris dans les combinaisons 

suivantes , 

/’+r*+r+«=® • y+r’— • 

yJ_y>4.y+ia.O , y— , 
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dans lesquelles le dernier terme demeure seul constamment positif ; 
donc , la proposée .\so aura deux racines imaginaires si C' est 
positif. 

A IVgard du cas de quatre racines imaginaires , lequel est unique', 
U est évident que les conditions sont 

^'<0 , B'>o , C'<o . 


la 


Les formules de cet article deviennent bien plus 
proposée n’a pas de deuxième terme. 

45 . 5.“* Degré. Soit la proposée ■ - ' , 


simples quand 


on a 


X'-5x*-i-4ax*-{-36x‘+2ex~\-d=:o ; 

pour éliminer * entre X'=o et Xrzy , h mets deux fois de suite, 
dans Xs=y, la valeur de x*-tirée de X'tso, et il vient 


(toi—4a’y+(i5e^3a3)x’+(2od—Me)jr35(e—f)—ffdszo . ( 1 ) 

Combinant celle-ci avec X‘'=zo, on a _ * 

( 1 6 fl’ — 55at+^5e)*‘-h( 1 aa’i — loar— 3o3*+i 

— 5ad — aodc+iaSc — ia5y)s—d(iol—~4a’)=o . '( 2 ) 

Je continue sur (i) et (a) l’élimination suivant la méthode de 
Bezout : c est la meilleure que je connaisse , la seule qui n’introduise 
pas de radnes étrangères : celle qui est fondée sur le plus grand 
commun diviseur , n est pas exempte de ce défaut : il est vrai qu’on 
a cherché à l’en délivrer ; mais pourquoi combattre des difficultés 
•qu’on peut éviter ? 

Ayant écrit ( 1 ) et (a) comme il suit. 


( fio ) 

As'-^Bs^-^Cs^D^o , A'x^+pxH-C's+Dmo ,• 
et eyant pos4 

A'B-AB'=E , A'C—AC'=^ , 'A'D-Aiy=sG ; 

B'D^Biy^H , C'D-‘CD'=I , B'C—BOsK , 

' ( 

oa aura , pour l’équabon 3T =o , celle-ci 

G(G»+EI+GK^2FH)+IiF‘—EK)+EH* = o * (T) 

' 46 . 6.*** Degré. Soit la propoaée 

Jf=*‘+«a‘+ij*+c*’+^a'*+cjH-/=o ; 

on a 

Pour éliminer jr entre X^=o et Xssy , je mêla deux fois de suite 
dans X=sy la râleur de x ^ , tirée de X's*o , et j’ai 

(lai— S«>)»H*C>8e“4«^)*M-(a4d— 3o«)**-H3oe— • (') 

Combinant Je dernière avec X'=o, on a celle-ci 

(aSn*— ^4^è-|-jo8c)x*-|-(3on*è — i8nc— 4®^‘+i44^)** 

•4-(i 8o« — I *«<f— i36èc+ 1 5n'c)ir’+(a 16/21 6ne— a4è</+ 

>4-i<»<»’^*'4'e(5n’ — iaè)Œo . (a) 

J'éliniine s entre ( 1 ) et (a), suivant la méthode de Bezouilj*' 
tes écris d’abord comme i| suit : 
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jl 4F*+C jr*+Z7 jr+J? —o$ 
A'x*+B'x*-\-C'x‘+jyx+Ei=o : 

puU faisant pour abréger 

4 - 

A'B—AB>=a, , A'C^AC'zzh, ; A'D-AD'sc, 

A'E^AE'=J, , B'C—BC'+A'D—Aiy=e, , 

A'E—AE'+B'D—BD'=/, , B'E—BE'=xg, , 

B'E—BE'-\‘C'D—CL'=h^ , OE—CE'xxi, , 

^ D>E-DE<-k, , 

on trouve 

^i(— 2i,/./.+4/,/,*— 3f,/,ÿ,4-3<r,#,»,)+^» 

(— +247,/,/, —23, c,/,4-f, *5^.)+/, (—4»,e./, +#,•/,) 

+3,(41,^,//,— 3,>3,+23,r,/,— 47,/,*— r.v,)=o=l' ; 

47- On voit, parce qui précède, que la formation de Y —a , 
n'exigera jamais que l’élimination de x entre deux équations du 
degré /n — 2 . 11 est même possible d’abaisser d’un degré coa deux 
équations. 

Suit, en effet , la proposée 

A=x’+<73;*+3j;*+«’+4f»*+M+/=o , 

qu'on a délivré do son deuxième terme. On formera sa réciproque 
en faisant x— -jj* , laquelle aura le mémo nombre de racines ima- 
giiuirea : elle sera ' 
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fu>-\‘eu*+du'+cu*+bu*-^au*‘^ ixatü^V { 
s» ddiirde sera 

n fu*+6eu^+5Ju*+4^*'{-3bu'+iûv—o~U' . 

t 

Pour éliminer u entre L^=o et U =y • remart^uera que lPi=tO 

donne u=o ^ d’où y— i ; ainsi , y— i est urt des fadeurs de Y—o: 
par là U'=io est abaissée d’un degré , et l’élimination de u ne donnefa 
plus , pour Y =o , qu’une équation du cinquième degré , ou da 
degré m— 2 ; laquelle étant multipliée par le facteur y — i , sera 
l’équation cherchée en y. 

48 . Il est bon de remarquer que si X=o a des racines* égales , 
on s’en apercevra en ce qoe un ou plusieurs termes de Y —O 
seront nuis , ce qui abaissera cette équation*, et l’on déterminera, 
d'après la table du n.° 4> > nombre des racines imaginaires qu’in'* 
dique cette équation abaissée : ainsi , la circonstance des racines égales 
dans la proposée ‘n'apporte aucun changement dans l’emploi de notre 
méthode ; tandis qu’elle est un grand obstacle daus celle de M. 
Cauchy , comme on le verra. 

Nous terminerons ce chapitre par deux applications nutnériques. 
Soit proposée 

V+îx^-l-Sx’^-Ssr-^aŒO ; 

en trouva que le dernier terme C' de Y =0 du n.° 44 • relatif 
an quatrième degré , est positif ; d’où l’on conclut , tout de suite , 
que la proposée a deux racines imaginaires ; en effet , elle est le 
produit de 

(sf+aXx4-*)(^+')-o • 

Soit encore proposé 

ar‘— — O ; 

on a 

.X'=6x‘-4x‘+€x*=o ; 
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ici JF'so a deux ncinei xso , xssxo , qui , dtant mites dai»t X =y , 
donnent Ict deux facteurs i=o , jr— i =o ; U reste donc k 
éiunioer X entre X=y et 3x^—2x-^i^o ; celte élimination donne 

a7r*+8-3 7y*— 956y4-7i3sso 

qui , étant multipliée par >)* , devient 

(y“0*(a7r*+8-27r’“956r+7i3)=o ; 

e’ett l'éqnation cherchée Y =o. Sans qu'il soit besoin d’exécuter la 
multiplication , on voit qu’elle n’a qu'une permanence , et la table 
du D.* ( case du 6."* degré ) fait connaître que la proposée 

a quatre racines imaginaires : en efiiet , elle est le produit de 

ar*^i)3Do . 
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CHAPITRE VIL 

DISTINCTION DES .RACINES RÉELLES EN POSITIVES 
ET NÉGATIVES. 


49- Oe chapitre est presque aussi impertant que le chapitre VI, 
dont U est le complément. Après avoir déterminé le nombre des 
racines imaginaires , par le chapitre VI , on connaît , par une simple 
soustraction , celui des racines réelles -, mais U reste è distinguer 
celles-ci en positives et négatives. 

Il faut d’abord remarquer qu’un facteur imaginaire du deuxième 
degré , étant toujours de l’une de ces deux formes 

ta multiplication , par un polynôme réel > , ne peut introduire , 
da ns le polynôme résultant A , que deux permanences ou deux 
variations de plus que n'en contenait le polynôme y ; mais jamais 
une variation et une permanence. 

Ce Icmrae , combiné arec la règle de Descartes , sufEt peur 
assigner le nombre des racines po.ritives et celui des négatives , dans 
beaucoup de cas pour tous les degrés , et dans tous les cas pour 
les sept premiers degrés , hors un seul pour lequel le doute est 
k:vé par une règle très-simple , déduite d’un théorème ci-après. 

Après avoir exposé ce théorème , je donnerai les règles relatives 
aux sept premiers degrés , et , pour compléter la matière , j’exposerai 
ensuite une méthode générale , à laquelle on pourra recourir , dana 

les 
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lc 5 cas douteux des dcgrds supérieurs, au septième , qui cdiappcnt 
k la première méthode. 

Théorème nouveau sur les signes des racines re'elles. 

5o. Lorsque dans une équation 

*"+«"- '-f-ix™- + =0 ; 

on connaît le nombre des racines imaginaires ; s'il arrive que par 
la règle de Descartes on ne puisse discerner complètement le nombre 
des racines réelles positives et celui des négatives , en sorte qu’il en 
reste deux douteuses et de même signe ; alors on pourra affirmer 
que ces racines douteuses sont toutes deux positives, si la quantité 

(m — — m\3m — 4)^b-{-3m'c {F)' 

est négative , et , au contraire , qu’elles sont tontes deux négatives 
si cette quantité (F) est positive. 

Avant de démontrer ce théorème , il faut voir dans quels cas il 
trouve son application. On démontre facilement qu'une équation 
X = o , qui a tous ses termes , fournit un nombre a" de combI> 
naisons de ses signes , le premier demeurant positif : ainsi , par 
exemple , le deuxième degré fournit les quatre combinaisons 

*’-|-flx+i=o , X*— XX— i=o , x’+ax— J=o , x’— xx+i— o. 

II semblerait , d’après cela , qu’en formant une table des combi- 
naisons de chaque degré , chaque équation proposée devrait y trouver 
sa place : la conclusion serait vraie sans la circonstance des racines 
imaginaires qui introduisent des cas douteux , è partir du qua- 
trième degré. 

Soit proposé , par exemple , 


9 


f 


et 


( «fl) 

5»*— 7jr+io=o , 

4T*+3**— 1**— 3J>f;>3S:0 , 


dans lesquelles on a reconnu , par le chapiire VI , deux racines 
imaginaires : ces deux équations ont chacune deux variations et deux 
.permanences : on est assuré , par le lemme du n.* 49 p*f Is 
signe du terme connu , que dans chacune les deux racines réelles 
sont de même signe : il s’agit de distinguer ce signe qui n'est pas 
le même pour toutes deux : en ctTct , la première vient de 

‘ (jT—iXx— a)(#*-J-4x+5)=:o , 

et la deuxième de 

(sr+2)Jjr+3Xj;’ — 2*4-2) = O . 


Dans ces deux équations , l’origine des* est placé ( fîg. 4 ) «u sur 
quelque point de l’axe O,//, qui laisse un sommet en dessous et deux 
en dessus , et deux intersections de la courbe du même cdië ; mais , 
dans la première , la région des * positifs est à droite de A , et 
dans la seconde la région positive est à gauche ; ou Lien , dans le 
deuxième cas , la figure est renversée de droite à gauche ( Gg. 4* )• 

’ Le théorème précédent lève le doute ; car , pour la première 
équation , on a 

et les deux racines sont positives ( Gg. 4 ) » tandis que , pour la 
deuxième équation , on a 

— 32tfiH-48r=339 , 

cé qui indique dçux racines négatives ( fig. 4* )• 

Si. Démonstration du théorème. Soit la proposée 


; 
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X—x^+ax^-^bx'’^cx-\-d=o , 

et sa d^ÎTëe 

Jr''=4**+3«»’"f 3^ar+f = 0 ; 

N 

dans le cas où X — o contient deux racines imaginaires , et où ^ 
est positif, la courbe X^y a deux sommets en dessus de l’axe', 
et un en dessous ; c’esi-b-dire que ( fig. 4 ) J* maximum a trois 
râleurs y, , • dont deux positives et une négative, auxquelles 

correspondent trois abscisses sr, , sr, , jr, , qui sont les racines de 
X'=o : il est évident que la question consiste à savoir quel est le 
signe de la racine de A'‘' = 0 qui correspond & y maximum négatif 
ou qui rend X négatif ; car , il est clair que les deux racines 
réelles de A =o sont de même signe que celles de A^=o qui est 
intermédiaire. 

Dans le n.* 44 1 nous avons trouvé , entre les x et les y des 
sommets , la relation (a) que j'écris ainsi 

64f =(90* — 32oi-4-48c)»-K6«*i— i6i*— 4<»«+64</H- — (3«*— 8i) ; 

9t 

• 

or, il est clair qu’en prenant x su£Rsamment grand, le signe dn 
deuxième membre ne dépendra que de celui du premier terme , et 
qu'en prenant ar , de signe contraire b celui de son coeificient 

90* — Zxah-\rlfi>c , 

y sera nécessairement négatif ; ce qui démontre le théorème pour 
le quatrième degré. 

La même démonstration s’étend b tons les degrés pairs ; mais , 
si le degré est impair, par exemple , du cinquième , en opérant 
comme ci-dessus , on arrivera b l’équation (2} du n.” 4^ > ^tie j’écris ainsi 

1 25y=( 1 6 « *— 5 Soi + 7 ' * ’+ ( « 3 — t o#c— 3 o4*+ 1 orf)* 

j (•♦«*— to^) • 
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Ici II faut distinguer deux cas ; si i 6 a'— 55 ûi+'}^ est ntfgatif,' 
on pourra toujours prendre x positif assee grand pour que le 
deuxième membre , et par conséquent y , soit négatif ; ce qui 
démontre le théorème pour ce cas : si , au contraire , 1 6a’— 5 50^+7 5 c 
est positif , Il faut , suirant le théorème , que x négatif rende encore 
le deuxième membre négatif , ce qu'il n'est pas aisé d’apercevoir | 
mais si , dans l'équation Xszo, on change en — x , a et c 
changeront de signe , ainsi que 

i6a’ — 55 fli + 75 c , 

qui deviendra négative sans changer de grandeur absolue : ce second 
cas rentrera dans le précédent ; c'est-à-dire qu’on pourra prendre x 
positif assez grand pour que y soit négatif : donc , puisque les 
racines n'ont fait que changer de signe , on 'pouvait auparavant 
prendre x négatif assez grand pour que y fut négatif ; ce qui dé- 
montre encore le théorème pour ce cas (*). 

On sent qu’on peut appliquer à tous les degrés impairs ce qu'on 
a dit du cinquième. Je ne m'arrête pas à démontrer l’expression 
générale de la quantité (F) du théorème , parce qu'il n’y a aucune 
diificulté à la déduire de l'équation 

et de sa dérivée 

=0 i 

en opérant comme nous avons fait pour les quatrième et cinquième degrés. 
Cette valeur de (F) est, pour les degrés 4 » 6 , 6 , 7 , 8 , 

F^=9a’— 3 jflè-f- 48 r < F,=i6at— 55ai-l-75i: ; Fs=a 5 o>— 

I - ' 

. ■ F,= 3 (î»l— iigoi-l-i-tTr i ^■Fe= 49 «’ — iBoairl-igac . 

(*) Oo peut objecter, à cette démonstration, que le signa de ne change 
pas , soit qu'on prenoe » en -4- ou «n — ; mais , si on muUiplif la proposée 
par X , elle deviendra de degré pair , et l'on pourra lui appliquer la formule 
du sixième degré : l’expérienoa prouve , en eŒet , que les deux formées réussissent 
également] 
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52 . Nou* avoni déji'vu' ( n.° 5 o ) comment la rombinaison ds 
notre théorème avec celui de Descartes fai^ait d’slinguer le tigns 
des racines réelles , quand on connaît le nombre des imaginaires : 
il ne sera pas inutile d'appliquer la méthode i une équation d’un 
degré plus élevé : je prends , pour deuxième exemple , ' 

I 

dans laquelle on a reconnu ( cbap. VI ) deux imaginaires : comme 
elle a deux variations et cinq permanences, j'en conclus qu’elle a 
nécessairement trois racines réelles négatives , et , de plus , deux 
racines réelles douteuses , parce que le facteur imaginaire du 
deuxième degré a pu introduire ou deux variations ou deux per- 
manences ; mais ce doute est levé par le signe négatif de qui 
vaut ici <—664 > indique deux racines de signe contraire , 

c’est-è-dire , positives : donc , la proposée a deux racines imaginaires , 
trois réelles négatives , et deux réelles positives. i ’ 

D'après ce qui précède , il^cst aisé de comprendre la formation et l’usage 
du tableau suivant, dans lequel, pour abréger, les lettres i , P , p, 
n, ^ remplacent les mots, racines imaginaires, variations, racines 
réelles positives , racines réelles négatives , racines réelles douteuses. • 
a.'"' Degré. Si la proposée n’a pas d'imaginaires , elle aura autant 
do P que de p. * 

3 .™* Degré, S'il n’y a point d’imaginaires, il y aura autant de/>quc dc i». 
S'il y a deux imaginaires , la racine réelle sera de signe con- 
traire i celui du terme constant. ^ , 

Dans les tables qui suivent , le signe des deux racines douteuses 
marquées par la lettre d est toujours contraire è celui de , F, , 

, Fj , F, , respectivement pour les degrés 4 • 5 , 6 , 7 , 8. 
Ou ii’a pas compris , dans ces tables , le cas où toutes les racines 
sont réelles, parce qu’alors on a autant de positives que do^ variat'ions 
et de négatives que de permanences, ni celui où l'on a i=/n — 1 , 
parce que, dans ce cas, la racine réelle unique cst'dc signe con- 
traire è celui du terme constant. 1 , 
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On rarotrqnera qn'un cm échappe k la mcihode expoaëe ; c'eat 
celui où la proposée étant du huitième degré, et ayant quatre ra> 
eines imaginaires , a quatre variations et quatre permanences : alors 
les quatre imaginaires peuvent être prises de trois façons , savoir j 
toutes quatre sur les variations, toutes quatre sur les permanences, 
pu deux sur les variations et deux sur les permanences. La for> 
mule ne peut lever que le doute qui résulte de deux combi- 
naisons et non de trois. 11 faut recourir ici ù d’autres moyens qu’on 
verra plus bas. : 

On pourrait continuer ces tables pour des degrés plus élevés , 
et la règle s’appliquerait de même à tous las cas où le doute n’a 
lieu qu’entre deux combinaisons ; mais le nombre des cas douteux 
i triple, è quadruple, etc., combinaisons , va toujours en croissant: 
s’est pourquoi nous exposerons , plus bas , une autre méthode 
générale applicable à tous les cas sans exception, mais bien moins simple. 

53. Tout ce que nous avons dit sur la première méthode ci-dessus , 
suppose qoe la proposée est complète ou a tous ses termes : s'il 
en manquait un ou plusieurs , on ne pourrait plus employer le 
nombre de ses variations. Dans ce cas , il suffirait de la multiplier 
par un facteur connu du premier degré, du deuxième degré...., 
et , en général , du degré suffisant , pour que le produit fût une 
équation complète ; ainrs , après avoir assigné le nombre de chaque 
espère de racines , on en retrancherait celles du facteur qui a été 
introduit : ainsi , ce cas rentre dans la méthode. 

54- Deuxième méthode plus générale. Le but qu’on se propose 
dans le problème qui nous occupe , c’est de connaître les signes 

des racines x, , x de A'^=o , correspondantes aux ordonnées 

y, , y , des sommets de la courbe parabolique ; pour cela, 

il suffit de former une équation auxiliaire dont les racines soient 

les produits xy , ou les quotiens ^ : il est évident que les signet 

des racines de cette auxiliaire auront une correspondance intime et 
nécessaire avec ceux des x et des y , et que connaissant la position on 



( 73 ) 

le «igné de y’, ainsi que le signe de l’inconnue auxiliaire par le moyen des 
signes de l'équalion auxiliaire , on connaîtra aussi le signe cherché de x. 

Je pose donc xf—z ou xX=Zy et j'élimine x entre xX=zit\ 
A'^=o première dérivée de A'=o; il vient une équation en z que 
je représente par Z — o , et qu’un peut appeler équation des signes 
des racines réelles : elle caractérise les racines positives et négatives, 
comme l'équation y=o du chapitre VI caractérise les racines ima- 
ginaires ; elles sont toutes deux du degré m — i , et leur ensemble 
complète la solution du problème général de la distinction des 
^diverses espèces de racines. 

La formation de l’auxiliaire Z=o n’est pas plus difficile que 
celle de y=o : le même mode d’élimination convient à toutes 
deux ; c’est pourquoi nous ne donnerons d'exemples que pour le 
quatrième degré. La première méthode que nous avons exposée 
dans ce chapitre est si simple , qu’il suffit presque de la seule 
inspection de la proposée pour assigner le nombre de ses racines 
réelles positives et négatives dans les huit premiers degrés : on ne 
devra donc recourir è l’équation Z=o, que dans les degrés supé- 
rieurs au huitième , et seulement dans les cas où le doute reposant 
sur plus de deux combinaisons , la première méthode est Insuffisante. 

Si X=o n’avait pas tous ses termes, un sc conduirait comme 
au n.° 53. 

55. Application au fuatrième degré. Soit 
on a 

X‘=^-\-Zax*+^hx-^c=o . 

Eliminant x entre xX=z et X'=o, on trouve, pour Z—O, la 
suivante ; 

, 4‘a*-4-{ — 8io’+5o4«*^ — tiS2bc — 

i8oV*— — ^a‘b^ 

-J-t ^^'b'd—^2ab^c—2~/2abcd — i a6tfr’+*3oi*f»-|-388t:*^ 
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+i6J*+a56J^— 1283X*— 
j-|-tf 3 c(3 V— 6 « *^— 43 *<^+ 1443 ^’) +2ae ’(93f •— 4 o3 'd 
— g 6 ^)+c( 1 443 ^*^— 43 ’'^’+* 63*^+256^— I M>'d 
— 27 «*)=o . (Z) 

Voyons maintenant comment U faot faire nsage de cette équa- 
tion Z=o. Dans le cas douteux du quatrième degré , X=o a 
deux Tariaiions , et A^=o en a nne ou deux: l'origine des x peut 
aroir les quatre positions A , A' , A" , A'" ( fig. 4 ** 4* ) î 
dans la ( fig. 4 )> deux racines de sont positives ; elles 

sont négatives dans la ( fig. 4 * ) • signes des coordonnées x , y 
des sommets S, , sont donnés par leur position, et portent 

les mêmes Indices : ceux des x sont donne's par la relation x=xy-, 
c’est-è-dire , que z est positif quand x et y sont de même signe , 
et négatif quand x et y sont de signes dlflerens. Les variations 
de Z=o résultent des signes de z, , z, , z, : cela posé on a 

En A , +Xt+}Tt , t — »i+r«î +*» .— '1 z,;Za 1 variatk)». 

En A' ,+x,—yj , — x,-fy, , —Xi-fyi;— Xj , — z, , — r, ; Za 0 variiljom. 
En A" ,4.x,4y, , , +*, , -fx, j Z a 3 variations. 

En , —Xf\-yt , — X.— y, ; +z, , — r, , +z,; Za a varialiona. 

Or , les positions A , A' de l'origine sont relatives à deux racines 
positives dans X=o , et les positions A^' , A'" sc rapportent- à 
deux négatives : de lè résulte cette règle pour les racines dou- 
teuses du quatrième degré. ' ‘ 

Les deux racines de A’=o sont positives si Z=.ü n'a point ots 
n’a qu’une variation , et négatives si Z a deux ou trois variations. 

ïO 
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En raisonnant pour les autres degrés comme nous sTons fait pour 
le quatrième , et , s'aidant des courbes paraboliques , il serait facils 
de construira une table qui indiquerait le signe des racines 'dou- 
teuses de la proposée , correspondant aux variations de l’auxiliaire 
Z=-Q pour chaque degré. Ains'i , pour le cas de quatre racines 
douteuses , qui a lieu dans le huitième degré , lorsque A' a quatre 
variations , on trouve que ces racines sont toutes quatre positives , 
t\ Z i une ou deux variations -, toutes quatre négatives , si ^ a cinq 
ou six variations ; deux positives et deux négatives , si Z a troif. 
ou quatre- variatioM. 

* 56 . Observations sur les méthodes de HÊM. Lagrange et Cauehf. 
Le problème de la distinction des diverses espèces de racines , a 
'exercé la sagacité de tous les géomètres. M. de Gua est le premier 
qui ait jeté du jour sur cette matière. Le célèbre I.agrange a 
'donné ensuite les caractères de la réalité des vaeines , en faisant voir 
que l'équation aux quarrés des différences des racines , n’a que des 
variations de signe , quand la proposée a tontes ses raetnes réelles. 

Cependant, on est oblige de convenir que celle méthode devient 
impraticable , quand la proposéé est d’un degré un peu élevé , parce 

l’amiliaita aux quarrés; de» diüéccocas étant du degré ; 

daviaat impossible & former. L’illustre auteur qui ns s'est pas dissi- 
mulé QCt inconvénient , a proposé une autre méthode dans sa 
Bésohaion des itjuations numèriquts -, qote vui , psg. 177 : celle-ci 
est préférable en ce qu’elle n’cmploic que des équations d’un degré 
inférieur à celui de la proposée ; néanmoins , elle devient bienlét 
impraticable , parce qu’elle exige un nombre m—i d’auxiliaires : elle 
a d’a’dleurs un grand défaut qui lui est commun avec la première , 
celui de faire monter la nombre dea conditions de réalité à 

avons vu que le nombre indispensable 

"X 

n’est que (m— i). 

Enfin , M. Cauchy ( Journal de l’école polytechnique , 17.*? 


\ 
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iCtbier ) « r»pr!s U deoxiime méthode de Lagrange, en ajoutent 
i la recherche des intagiiiaire* , celle du signe des racines réélira. 

Ce géomètre emploie , oorome moi , deux auxiliaires Z=o, Y=o, 
la première pour déterminer la diflércnce entre le nombre des 
racines réelles positives , et celui des négatives de la proposée , la 
deuxième pour déterminer le nombre des racines réelles ; mais , la 
première résulte de l’élimination de a: entre X'=so cl = o , 

et la deuxième de l’élimination de X'=o et y-\- XX"=o ■, on voit 
que CCS deux équations z~\-rXX"=o cl y~\-XX"=o di/Ièrent des 
miennes z=xX , J=X par le facteur X" qu'elles contiennent de 
plus que les miennes: aussi , les -auxiliaires Z — o, l'^o de M. 
Cauchy n’ont point la même signification que les miennes : nos 
deux méthodes ne se ressemblent qn’en apparence , mais dilTèrent 
entièrement : ce sont deux routes qui , partant de deux points voisins, 
doivent arriver au même but par des circuits dilFérens. M. Cauchy 
est obligé d’employer un nombre m — i d’auxiliaires formées comme 
la première ; tandis qu’il ne ro’cn faut qu'une : ses auxiliaires exigent 
une élimination plus longue que la mienne , è cause du facteur 
X*' qu’il emploie. Il cherche d'abord k distinguer le signe des 
racines réelles , puis il passe aux imaginaires : j'ai commencé , au 
contraire , par lu deuxième problème qui résout presque entièrement 
le premier , tandis que l’inverse n’a pas lieu. 

Il y a encore une autre di/Tércnce très-importante entre les deux 
méthodes : celle de M. Cauchy suppose qu’aucune des m — i auxi- 
liaires successives n’ait de racines égales entre elles on è zéro. Pour 
lever cet obstacle qui n’existe pas dans ma méthode , il emploie 
divers expédiens qui prouvent la sagacité de l'auteur ; mais qui 
diminue bien peu le vice de sa méthode : c’est dans l'ouvrage même 
qu’il faut l’apprécier : il n’a fallu rien moins que nonante-une pages 
in-^.” pour la développer. On doit sans doute des éloges è l'auteur ; 
mais, elle est si laborieuse et si difHcilc, qu’on sera rarement tenté 
de la mettre en pratique. 

Je ne sais si je me fais illusion , mais je pense que ma méthode 
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est assez simple et facile pour devenir nsnelle et entrer dans les 
livres élémentaires: mon équation fondamentale Y^o est si simple , 
et se présentait si naturellement , que je ne conçois pas comment 
MM. Lagrange et Cauchy ont pu passer k cdtë sans l’apercevoir. 
Un problème difficile est une espèce de labyrinthe : plusieurs routes 
se présentent pour en sortir : les unes sont fausses , les autres 
inextricables : la véritable est cachée ; ce n’est pas toujours le plus 
habilo qui la découvre ; c’est souvent le plus heureux. 
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CHAPITRE VIII. 


METHODE HODVELLB POUR QUAREER DES COURBES. 


f ■ 


Observations préliminaires,' - 

57. Mue problème de la quadrature des courbes , on autrement do 
l’intégration des difTérentielles d’une seule variable , est d’une grande 
importance , puisque la plupart des questions aboutissent à une 
intégration. ’ ' . ; , 

Les géomètres ont proposé diverses méthodes dHntégrer , par 
approximation', les formules qùi ne peuvent l’étrë' ni 'Algébriquement , 
ni par les arcs de cercle et les logarithmes :’ le moyen offert par 
les séries est souvent illusoire et trompeur , "parce ’ qu'elles ne sont 
pas toujours convergentes. " • ■ :i !'•> .. 1 1. • ‘ 

Un autre moyen connu consistait l’ su^Slltûer ' S’ la’ courbe', à 
quarrér, une autre courbe du genre ' paraboriqlle ’qii’oh sait quarrer^, 
et qu'on faisait coïncider è l'aide de coefficient indéterminés : ainsi ^ 
pour intégrer yydsr , on posait" 


'et 'l’on avait ‘ • “ 

•• -.i'.'.."' i. t , ».i' 


J. 011:611!.. j o.I *■. 

l’a ■! 'i 'OV 

,\v. .■ •.n*. jj_'u 

* r.' 't\ 


> ,iv.. •' 1 . t , ■■ >1 lUlu'-'.- Av. • O' ' 

.. î + 


p^,déterm'mait a, t,c , par^.le condiliqh^ que' là. 'parabole pa^^ 
par 3 ou ,n points donnés de la coqrbe ^ ^ropc^séc dont les ordonnée^ 

étaient équidistantes : enfin . on déterminait la constante âjoutc'c S 

. ... J liici] r ;.'o sJniüj 1.1' ij-ntop 
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l'intégrale , de manicae li la faire correspondre anx doux limites 

. *■ * * 
assignées. 

Ce procédé devenait lang et impraticable a^uand les coefRciens 
a , h , c élaicnl en nombre un peu grand ( Voy. note i ) : M. 
Kramp {^Annales de mathématiques , lom. 6, pa'g. dya), remar- 
quant q'>îe''ccs Jfô'éfRc'iéns ttum^éritjilés ‘tf , 3, 'e... domenrcnl 
invariables quand leur nombre est le même , les a calcule's pour 
tous les cas depuis deux''orddnnées jüsqu'i treize , et il en déduit 
douze formules précieuses : leur usage est très-simple :1a substitution 
des ordonnées cannnes -dorme tout de suite l’aire cherchée fXéiX , 
plus brièvement et plus exactement que par les méthodes connues 
des sérier. 

M. Kramp s’est arrêté b la formule relative b treize ordonnées: 
« J’aurais désiré', dit-il, de pouvoir continuer cette table Jusqu’au 
» diviseur a4 i t^ais l'iminensité du travail m'a eflrayé. 11 doit 
» sans doute , r, y avoir quelque méthode beaucoup plus abrégée que, 
« celle que nous,^ avons suivie ^ mais jusqu’ici, au moins, je l'ai 
» cherchée vainement ». 

J’ai cherché cette méthode, et j’ai eu le bonheur de la trouver: 
elle n’a rien de commun avec celle de M. Kramp ; elle est simple , et 
elle ip’a /ajli trouver la formule relative b vingt-cinq ordonnées : j'ai 
même,, temps quelques erreurs échappées b Kramp. 



Exposé de ma méthode. 


58. Le problème qui nous ocoups P«**t être énoncé ainsi : 
Connaissant les deux ordonnées extrêmes d'un arc de courte, et 
plusieurs ordonnép^ intermédiaires équidistantes , exprimer en fonc- 
tion de 'ces ordonnées , taire rnîxtiligne comprise entre les deux 
ordonnées extrêmes , la courbe et taxe des x. 

La’ solution ‘de ce problème fournira aussi célfe de 'l’intégration 
âes fonctions d'une seule variable , puisque , "intégrer AiLr , c’est 
quarrer la courbe qui a pour équation < 
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f Soient y, y, , IT.y, la» ordotiniSe* coiinne» de >■ eoarbe 

ysisX qu'il f‘eg|t de , <quarrer entre Ici limUce yg /n* Soit S 
l’aire cherchée =/Xàx, et euppoeone le aoiRllwe dei ordonnée* con. 
vues s 7 . Ce que nous dirons de ce n^iinbre. 7 s’appliquera i 
tout autre. ’ 

1 .” Je remarque que , quelle que soit la valeur de chacun des 
coefTicicns de la formule que nous ,clierchons , ses ordonnées égale- 
ment 'éloignées 'des extrêmes , doivent y jouer le même rôle , parce 
que la première peut être prise pour la dernière , et pice pend : 
ainsi, par exemple, jr, et doivent aao'ic la méqt* coc|TVû«nt : 
celte observation réduit de moitié le nombre des coefHc'iens à trouver, 
et fait voir que la forniule doit être de_eqUV (o*m£‘;> 

S=A:Xg^~yti+B{y,^-y,yhC(y^-^.Y^y^Df, * - ÇF} 

a.* Les cocfHcIens indéterminés A , B C , D doivent être tel* 
que, quand la courbe proposée y^X est quarrable , la formule (F) 
donne , pour l’aire S , une valeur numérique connue et exacte : 
ainsi , il est nécessaire et sitlBsant que ces coeiEcievs satîsfa^ent à 
' quatre ■ observations qu'on pourra cho'isir parmi les plus simples , 
pourvu qu’elles so'ieni distinctes et qu’^e* «a qe cMspartrpt ~pat 
lune l'autre, (Note 5.) 

' ' , w a.! t». .0 ^ '■ *‘.‘i 

3.° Supposons , pour première observation , que la courbe i quarrer 

est une ligne drqitc , parallè|« i Tue daa 4 , 4 <>«t éloignée 

de la quantité i , et que rinterralle des ordonnées extrêmes est 6 . 

L'espace k quarrer sera un rectangle ABCD ( fig. i5 ) : on aura 

r«=ri=*j'*=/i=/4=/.==ys=« . ^ 

aire ABCD=S= & , et la formule {F) deviendra 

6 sa^-baB+aC+JD , ( 1 ) 

' ‘ 4 -* Je supposerai , pour deuijêaie Qbaemtieg , que la coulbe k 
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quarrer est une parabole d« deuxième dcgrd , qui touche , par sOn 
sommet l axe j4JS des x eu son milieu O ^ et qui passe par les 
angles CD du rectangle ci-dessus ABCD, 


L’èqûation de celte parabole , en prenant l'origine au point O ; 


sera y= — : en y faisant 
“'g ^ 


*' — ° » *=3 ^ s ' J I f x~i X t *ï=— 3 y 

on aura 

VH 

y„=i , yt=», ri=o ; S=AC.^ssi, 

^ parce que S=CA 0 BD= 2 /Ydx=a/ — ^ =2 ; la for- 

mule (F) devient , par la substilntion de ces valeurs , 


2=2A-i-ÎB+lC y 
ou 

qA+^B-\-Cz:q , ^a) 

5.* Je prends , pour troisième courbe d’expérience , la parabole 

** ' 1 

y~ — passant par les points O , C , D, comme U précédente : 

scs sept ordonnées sont 

11-.' 

16 1 

ro=rs«=ï , j'.=ri=-^r.=r4=— > ri=° ; 

son aire est 

5=i.AB.AC==\ÿ 

substituant ces valeurs dans (/) , on a 

g’./^-l-i6S-+-é7= . 


C.® Enfin, je prends , pour quatrième courbe d’observation , la 

parabole 
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( 8 . ) 


parabole y= — , 'placée dans le rectangle ABCD , comme les prcr 
codantes : ses ordonnées sont ^ 


3^o=r«=i , y,=r,= 


r*-r*=^> ri=o ! 


son aire est 


S=}.AB.AC=zi ; 


la substltntion de ces valeurs dans ÇF) , la change en celle-ci 

qKA+64.B+C= . ( 4 ) 

7.* Eliminant A , B , C entre les trois éqCtalions (a) , ( 3 ), ( 4 )i 
on trouve très-simplement 

7 ?— ••• /^— 

7 ** > 7 ^; J O — ; 

• 

ces valeurs mises dans (1) , on en tire D= : il ne reste plus «jn’i 
substituer ces valeurs de^,H, C , D dans (F) , après les avoir 
divisées par 6 , afin de faire rintcrvaJIc des ordonnées extrême» 
égalé l'unité, et il vient finalement pour la formule cherchée 

840 .i= 4 ifyo-+-/s'+ 2 i 6 ^y. 4 -rf)+a 7 ( 7 ,+r 4^+272/, . (/’.) 

59. On procédera de la même manière pour trouver les formule» 
corre-poiulaules à un nombre quelconque pair ou impair d’ordonnées» 
' ( Voy. note 3 . ) 

Tout autre système de ronrlie d'exprrienre fournirait des f< r- 
mules , quelquefois difTerente», qui exigeraient une élimination plus 
difRci’c , et qui , en général , seraient moins exactes. ( Voy. note 5 ,) 
Il serait , sans doute , superflu de rapporter ici tons les calculs 
qui on) servi h former le tableau ci-après , dans lequel j’ai ra.s.scii'b'é 
toutes les formulc,s qui peuvent être necessairt s dans la pratujue : 
cependant , connue celle relative à vingj-ciiiq urduiiiiées , on au 

as 
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diviseur 34 > imporunte , el en m^me temps la pins 

longue 11 trouver , je crois devoir rapporter les bases du calcul , 
aKn qu'on puisse , au besoin , vérifier la formule dont je garantis au 
reste l'exactitude , après l'avoir éprouvée sur plusieurs exemples. 

On voit d’abord que la formule doit être de cette forme 

•S=Ar.4-r.«)+5(/,4-j',,)*VC'(y,4^.,) +Ny,,. (F, J . 

Il faut treize expériences pour déterminer les treize coefficiens 

, B, C, N', la première est toujours la droite CD ou 

parabole y—x°. 

Il faut imaginer ensuite les douze paraboles 


-> *» xS xM 



touchant toutes le milieu O de la base jiB , et passant par les 
points C et D. 

On calculera, dans chaque parabole', les vingt-quatre ordonnées 
égales deux à deux. Les douze aires ou valeurs de S seront , en 
faisant l'intervalle j4B:i24, 

”1 “ï*i ~t~ > 9 T7 9 TT* TT» T»» 7»> TT» Tï» T7 ♦ 

ce qui se démontre facilement par le calcul intégral. 

Ayant substitué, dans, (/■,«), les valeurs , y, ......y,, , S . 

on aura les treize équations suivantes, dont la symétrie est remarquable, 

a.é-f-aB-4-ïC-f-aD+a£+-aF-4-*G-4-iH-l-i/-l-aK+aI.-t-a5t'+-2V=a4 (i) 

ia».yé-fi {*) 
* la* 


ia>‘.>é+ii*‘.fl+io**.C+9>i.Ü-f-8>*.£+7’‘-F-l-G>».G+5'*.ff+4*‘./+3**-E 

1 2*^ 

,+a**.I.+W=^ 


(i3) 


« 
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On éliminera M en retranchant (2) de ( 3 ) , ( 3 ) de (4) , (4) 

de (5) ; il Tiendra onze équations desquelles on éliminera Z, 

en combinant toujours les deux équations Tolsines ( Voy. note 2) : 
on continuera ainsi à éliminer AT , H , G. ......etc. On arrivera 

à la valeur de A ti , en remontant , on aura B , C , D , E , etc . , 
et enfin N par l’équation (i). Il faudra ensuite diviser chaque coelH- 
cient par 24 > bUd qne rintervallc des ordonnées extrêmes que nous 
avons fait =24 devienne =1. 

60. Dans le tableau suivant , l’indice qui accompagne la lettre 
(F) Indique U diviseur qui sert de base à la for||^le : ainsi , (Ft) 
signifie que l’intervalle des ordonnées extrêmes , yt a été partagé 
en six parties égales , ou qu'il y a sept ordonnées. La lettre S 
représente toujours fXAx , c'esl-ii-dire , l'aire cherchée. 

Èecueil de formules, 

<Fi> aSs^o+j'i. 

(F,) . 

(F,) : 

(F4) 8oS=7(r«+r4)+3aCri+riH-ia/« . 

(F,) a8aSs=ig(y443r,)+750-,4y4H-5o(Fi+y») ! 

(Fs) 84o5=4i(yrj4^0+3«6O'i+y(H-»7Cr»+y4>+a7Vi î ^ 

(F|) a835oJ=989(yo+ri)+5888(jri4y', î-9a8(y + 1 o496(r rhr' » )“454<y « . 

(F, o) 59675aS=iGo67(y,-Hr„)4.io«360(ri-b'»)— 485aS( jr»+yt ) 
+a7i4oo(j'4-fr,)_a6o55o(r4-f7s)4'4a73&!ri • 

(F, O 63o63ooo5=i36465i(yo47'i »)+99*3i68ür,47r„)— 75fl7864(7'»4^,o) 
•f3S7aSiaa(jr,-f7's)— 5i49»95Cr4+J'lH-87S>8a88(/,-47^)-87797t34^ 


( 84 ) 


(Fj 4) 36930877359616150005=352009697 35i9oo53(y„-4^, 4) 

+37927038826161 ioo8<7'i4:y J ,) — io4344495SG33209i5iCjr,+j-, ,) 
+598â2S99g93G8535oo8cj'i+7i i) — i3348698o48773i57o3i(7'4+7-,o) 
+ 781449*88 iSoo4656ii 8(7 J +/ij) — n5oi6aïi369o57232o3i(^6+7 , j) 
+499068087287 186884608(7-, +>', ,)— 98iii432o53o28i4CjC57()-»+7-i6) 
+i649M2i2^2732224i28(jr,+_yi ,3— aSSoaSi 128837057960 igic/io+y, 4 J 
+2962867290268854786048(7^,,+^, ,) — 31860016154646731009127',, . 

L,es cinq premières formules sont presque sans utilité dans la 
pratique , parce qu’elles donnent une approximation trop bornée : 
la sixième servira dans les cas les plus ordinaires , ainsi que la hui-' 
tième : la dixième et la douzième devront être employées dans les 
cas où l’on veut avoir à peu près dix chiffres exacts ; la vingt- 
quatrième sera employée dans les cas très-rares où l’on veut pousser 
l’exactitude jusqu’è Seize ou dix-huit chiffres. 

Dans des cas extraordinaires , où l’on aurait besoin d’une approxi- 
matioir encore plus grande , on pourrait calculer une formule pour 
quarante-neuf ordonnées : il ne faudrait , pour cela , que du temps 
et de U patience ; 00 peut aussi remplir , qtioiquc moins parfai- 
tement , le même but , en partageant l’intervalle des ordonnées ex- 
trêmes en un certain nombre de parties égales dont chacune est 
ensuite subdivisée en vingt-quatre , et l’on applique ù chaque groupe 
de vingt-quatre divisions , la formule 4) ; en voici un exemple. 

Je suppose l'intervalle total partagé en cent vingt parties par 
cent vingt-une ordonnées. Je représente , pour abréger , par p , a , 
b, c, n les nombres de la formule (^,4) , et l'on obtient _ 

tout de suite la ^suivante : 
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(F, ,o) V- 5 =<r<.+ 2 r. 4 +=r 4 »+ 2 yr.+ 2 r*«+y. .«) 

-t-^(r.+r . I +r . .+/4 9+rr . +r 7 j +r » « +r » , +r . .») 

— <ri+ra .+r . 4+/4 «+r . o+r 7 o+rr 4+r»4+r »«+/.. s ) 
+</.yi+/»«*+T* 7+3^4 i+yii+y«»+/ 7 i+r»(+y 9 9 "hyu 7 ) 
— <y 4 +r.o+>-. 8 +r 44 +ri.+r 6 «+y,« 4 -r 9 , 4 -r.o.+r..s) 

+/(r 5+ri 9 +r 1 9+r4 » +r « • +r « 7+/7 7 +r » ■ +r <».+r.- .) 

— /?(r<+/i8+yio+r4.+ri4+r«»+y7 8+y9o4:y.o»+r.i4) 

+>^(y 7 +r 1 7-4-y 1 1 +^4 , , +y« , 4-/9 9+ya »-l-y-o > 4 y. ■ , ) 

—i(r*+y 1 6+r , .-Ht4 o+r, t+y* i+ys o+y» s'+r ■•44-y . . .) 
4-A(y9+y . ,-hy I i+r , 9+r , 7-Vr« »+y« i+rs ,+y>o ,+r...) 
— /(y.o+r . 44-y, 4+r , 8+r, t+y« »+y« »+r< «+r.=«+r...) 
+<y..+r , ,+y, ,+y , 7+r, 9+ri.+y» i-+:y« i-hy..7+^.o9) 
— «(y..-b'i«+ye«+y844-rioi) • 

* 

Dans l’emploi de toutes ces formules , il faut remarquer que si l’inter- 
valle des ordonnées extrêmes , qu’on a pris pour unité, était en général 
r , il faudrait multiplier par r la valeur de 5, donnée par la formule. 

6i. Il est une autre remarque importante : si la courbe i 
quarrcr , renferme un point d'inflexion , ou quelqu’autro point 
singulier , entre les limites de l'intégrale cherchée , il faut 
évaluer séparément les deu^ portions d'aires qui sont de part et 
d'autre du point singulier , sans quoi l'exactitude du résultat serait 
sensiblement altérée. ( Yoy. note 4- ) verra ci-après comment 


( 86 ) 

M. Kramp ^ pour u'avoir pas fait celte attention , a ét^ conduit i 
de fausses conséquences , et a cru apercevoir un paradoxe qui 
n’existe pas. * 

Application des formules» 

6a. Il me reste une demiire lârlie i remplir : il faut soumettre 
nos formules & l'expérience qui est la vraie pierre de touche de 
toutes les théoriex 

Je prends , pour première application , la recherche du logarithme 
' hyperbolique de deux : il s’agit, pour cela, d'intégrer—, ou de 

quarrer l’hyperhole y= — , depuis xx=i jusqu’à »=a. 

Peur appliquer la foroawte , U faut faire dans y= — ; 

successivemeot 

»=«. *=»+îl^ 

Ot l'équation, donne 

• /•— ï7 I J^a^ïT » • y«^v • » ys=®i® » 

* 

rr=îT , ri=o,7S . r*=f. . , ris=r » 

Xi i— TT I J’i 4— îi ». 3^1 1~'^ » X‘ s*=o.G > X < r— ïî » y » l—r » 

» Xto—Ti 1 yai— M » yii— H > ysi=T» • j'ss—r • 

P ne s’agit que de substituer ces valeurs de y,, dans 

la formule (P^^) ; on opère d'une manière analogue pour les autres 
forviules. IjC tableau •.uivanl pré&onic les résultats obleniis pour S 
ou I..og.a , par nos formules (/*») , (T^g) , (/".o) • (.^’is)» ». 

et par la douzième de Kramp» 


m 
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Log.a d'aprls BirarJ . Log.n d’après Kramp , 


«,693148063a 

(^.) 

0,6931472145 

(^..) 

0,6931471820 


0,6931471806261 0,6931471807261 


0,693147180559945310 . 

La vraie 

valeur est Log.2= 0,693147180559945309 . 


II suit de ce tableau que le rdsullat de ma formule (/',,•) est trop 
fort de 0, 000000000066a et celui de M. Kramp de 0,0000000001 663 } 
l’erreur de M. Kramp est donc presque triple de la mienne : aussi , 
sa douzième formule est-elle dilTérenle de la mienne. ( Voy. note 6. ) 
Le même tableau fait encore voir que le résultat de ma formul» 
(Fj^) n'est en défaut que d’une unité sur le dix-huitième chiffre, 
approximation qu’aucune autre méthode ne saurait donner aussi 
simplement, et gui excède de beaucoup les besoins ordinaires. 

J’ai pris , pour deuxième application , la détermination de la 


longueur de l’arc de ou de : x étant la tangente de Parc , il 

s’agit d'intégrer depuis jr=o jusqu'à » c’cil-i-dire , do 

quarrer , entre les mêmes limites , la courbe y— , en faisant 
successivement — • 


x=0 

on trouve 






0 


« 
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ro=* . > r»=nî» r. = î*, ^4=!*. 

( "" 7«î f il » y f~~ Til > ^8”Tïi ^J~TÏ* 

V — V — V — i V ^ *, ^ ‘^4 

/ •• — •«• > J 1»*“ Mf I / I » — » > y 1 1 — »*t » J 1 4 — *9t > 

— îi 4^,— JL 44» —1*1 A» — 4, _ It* 

/||"“•» » / > 7ir“«4i ^ I y«j“*»7 • 

r»o- I y Z r.4=r ' 

Ce$ valeurs mises dans ma formule {Ft^) , on trouve 


•=3, !<{i53265358r)7Qo , 


valeur qui n’est en défaut qu'au seizième chiffre , tandis que M, 
Kiamp ii’a pu en trouver que douze d’exacts , par une combinaison 
laborieuse de plusieurs de ses formules. 

D ;ms ce deuxième cxriiiple , nous n’avons trouvé que quinze 
chiffres exacts , tandis que dans le premier nous en avions eu 
dix-sept et presque dix huit. La raison de cette dilfc rence tient & 

ce que ici la courbe à quarrer y= • ^ ^ a une inflexion au point 

dont les coordonnées sont ar= -, v= i ; cette circonstance donne 

lieu è une anomalie qui altère le résultat: il aurait fallu ne quaricr 

la courbe que depuis a’=o jusqu'è x= — ^ : en muliipliant le 

résultat de la formule par — —, ou ÿ \/Tj . on aurait eu la longueur de - ; 

1/ 3J a 

mais , T*ous n’avions ici pour objet que de comparer notre formule 

(^4 4) avec le résuil|^de M» Kramp. Hour appro' her dasaniaga 

la valeur de », il faudrait prendre pour x la lançcnte cl’un tiè— 

petit arc sous — multiple de 3u* , et appiicjuet la furiiiule 

( Voy. note 4- ) 
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Ce g^oinMre y pour n'avoir pas fait attention au point d'inflexion,' 
a étd conduit à des consëquenees fausses : en effet , sa formule 
n.” 8 lui a donné plus d'cxaclilude que celles des n.** g et lo, ce 
qui présentait un vrai paradoxe ; mais, il faut remarquer que pour 
la formule n.* 8 , il a pu s’opérer entre les aires des deux branches 
de la courbe , une compensation d'erreur qui a pu être plus favorable 
que pour les n.“* g, lo, ii. ( Voy. note 4*) 

63. Je crois pouvoir conclure de tous les essais que j’ai faits ^ 
qu'au moyen de nos formules (/’,) , (F,), (F,o), (F, .), (/■,«) , (F , ,»), 
on tire tout le parti pq^sible d'un nombre donné d'ordonnées , et quo 
l’emploi de ces formules offre le moyen , Il la fois le plus exact 
et le plus expéditif, d'intégrer les difTérenticlIes d’une seule variable. 
On peut , pour les diverses applications , consulter les mémoires 
cités dont les formules s’appliquent à la manière des nôtres. 

Les géomètres sentiront que cette manière de déterminer les coeiE- 
clens d'une formule par des expériences faites sur des cas connus , 
dispense l'aualiste d’une fouie de raisonnement dont l’algèbre fait 
tous les frais. L'esprit de cette méthode peut avoir bien d'autres 
applications utiles. 


Idoles sur le présent chapitre^ 

64. Tfoti I.»*. Je y»i» chercher U fomiule fF,) par te procédé Indiqué ( n,® 5 j 
•n connatl Ici trois ordonnées y„, J'i , jr, : en faisant successivement 

»=0 , y=yg ; , y=y, ; x=t , ; 

dans 

f=a+ix+tx‘ , , • 

Cil « les trois équations 

/o=« , J’.=a+ii+aes rs=o+J+< r 


desquelles , par éliamalion , on lire 
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B=/o . i=— 4y,+sj'» : 

^ Mettant cet valeura de o , t , c dan* 

//i*=ax+î-ix>+fciJ , 

c'est-à-dirc , dam 

/j-dsz=o+iH-ic , 

( en prenant l'inte'gralc depuis x=o jusqu'A z=l ) , on trouve 

^•di=yo43 »+4yi » * 

j>rfrîs< 5 incnt comme porte le lableaa du Oe® 6o. • 

Lc« autres formule* de ce tableau cc trouveraient par le même procédé ; 
mais le travail devient bientôt impraticable. 

Is'o/e a. M. Kramp ( jInnaJes de mathimati^uts ^ lom. 71 pag. ) a fait 
plusieurs objcctioni contre ma tncibode exposée , tom. 7 » p.ig. loi du même 
recueil : je vais y répondre , eu évitant » autant que je pourrai , le ton aigre 
de cc géomètre. 

Il dit ( pag. 344 ) ** L'operation connue des soustractions réitérées ne suffira 
U pas pour diminuer chaque fois d'une unité le nombre des inconnues ^ ce 
P qui rendra la résolution coroplctc des treize équations beaucoup plus laborieuse 
U qu'oii ne pense'»* : c'est là une erreur palpable : en disant qu'il lallait combiner 
les deux équations voisines , je n'avais pas cru nécessaire d’ajouter qu'il fallait 
préalablement mnUipIter l'une d'elles par le nombre convenable , avant de faire 
b soustraction : avec celle explication , un cûup*d’ceil sur les équations à éli- 
miner suffit pour apercevoir que chaque operatiou f^it disparaître une inconnue* 
2 S’o/e 3 . M. Kramp ^ pag. , dit que ma méthode u'est pas applicablo aux 
diviseurs impairs ; c’est encore là une erreur manifeste • cl ma méthode n'czigo 
aucune modification pour le cas dont il s'agit. 

Qu'il s’agisse, en cflfct , de trouver (F,) : en faisant ( fig. i 5 > AC^i cl 
AB^io ( |Aur simpUber le calcul ) > et prenant » pour courbe d'czpcricncc ^ 

X* ac* 

, r=17 : 

on oLliciU lei txoU tfqaftttotti 
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A+B+C-ï, , , 5-A+Z'B+C- ~ , S^A+Z*B+C= •?- , 

[■i 5 


dciquclle* on conclut , sont difficulté, ]a formule (F, , après avoir divisé A, 
B , C par 10. 

liote 4- Fn appliquant ces douze formules A la détermination de n , M. 
Kromp a formé un tableau où l’on observe, i.* que les erreurs sont tamût 
positives , tanidt négatives ; a.* que la formule du n.“ 8 est plus czacte que 
les suivantes, 9.“', 10.“', it.“®. Cette sin^larité avait été remarquée par M. 
Kramp ( tom, 6, psg. 3 eq ) ; mais , j’ai osé en recberclier . la cause : je l’ai 
expliquée par un point d'inlleiion dans la courbe à quarrer , circonstance qui 
avait écbappé à M. Kramp. Ce géomètre ne veut point de mon explication , 
et s'indigne presque de nia témérité : il explique le paradoxe par un raisonne- 
ment qui me parait loot.à.fait étranger à la question* 

On a déjà vu que ce paradoxe n’a point lieu pour Log.X ( Tojr. le tabicsir 
du n.® 61 ) : j'ai appliqué les formules k plusieurs autres courbes sans inflexion , 
aucune anomalie n’a paru : je les ai appliquées eninile à des courbes A inflexion , 
le même paradoxe a reparu. 

Veul-oti un exemple bien frappant de l’influence des points d'inflexion ? Qu’ors 
applique les formules A la parabole cubique j— t ®t> trouvera, par 
toutes les formules du tableau , sans distinction , que l'aire do l’espace comprit 
entre l'abscisse a:=i , l’ordonnée extrême , et l’arc de enurho passant par 
l’origine , est exactement j ; ainsi , la formule (F,) , qui n'eiuploio que les deux, 
ordonnées extrêmes , est ici aussi exacte que toutes les autres ; voici l'expUcalion de 
cette singularité. Si l’on imagine un qnarré construit sur a:=i et j’=r , le 
centre de ce qnarré coTnddcra avec le point d’inflexion de la courbe ; l’airr 
donnée par la formule (b’,) n'est autre eboae ici qua l'aire du triangle rectangle 
moitié du quarré ci.dfssus ; or , ce triangle est exactement égal k l'aire mixtiligne 
que l'on cherche , parce que la diagonale du quarré , laquelle passe par le* 
points extrêmes de la courbe et par le point d'inflexion, forme deux tegmenr 
paraboliques égaux, l'uu dans le triangle , l’autre en dehors; eu sorte qu’iï 
s’opère une compciuatron exacte qui rend le triangle égal k l'aire curviligne 


cherchée. 

Enfin , veut-on une preuve tirée de la courbe môme qui a présenté A W. 
Kramp le paradoxe dont il s’agit ? U suffit d’appliquer les formules k la courSr 

3’= — ' depuis 3r=o jnsqn’A x=-^; car, entre ces limites , il n’j a pa» 
i-pa:* 

dluflexlon : pour cela, il faut faire successivement, pour (F,a), 
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x=i0 , X — 




i2v73J ’ 


pour avoir i yi , y% t > i rt mulllplicr le réiultat de U formule par 

: 00 aura ainsi 1a longueur de l'arc ^ , et l’on trouvera 


c= 3 , 141592653597 , 


résultat trop fort de 0,000 000 000 008 ; mais cependant plus exact <pse celui 

obtenu sur l’arc affecte d’un point d'inflexion ; si ensuite , on ix‘pète le calcul 

sur (Fj) , (F4), (F») , (Fj) , (F,o) , on trouve que les erreurs vont en diminuant > 
qu'elles sont toutes positives , ou , dans le mime sens , comme cela doit être : 
ainsi disparaît le paradoxe en question. 

En voiU assex , je pense , pour lilgitimer ce que j’avais dit sur les points 
d'inflexion, et pour prouver que, si on nc’glige les points singuliers , on perd 
la certitude ds la coïncidence de la courbe parabolique avec la proposée , et 
que dès-lors la méthode pansbolique d'approximation perd aussi une partie do 
sa supériorité' sur celle des séries. ( Vojcx le Mémoire de M, 6>rvois , , 

lom. 8 , Jiag. 73. ) 

Ifole 5 . M. Amfére , dans son rapport, a dit que le nombre des cocfliciens 

est pour le cas des n intervalles pairs et pour le cas impair ; c'est 

sans doute , par inadvertance ; un coup-d'œil sur le tableau des formulas fait 

voir que ce nombre des cocfficiens est dans le cas pair , et dans le cas 

3 3 • 

Impaîr. 

M* Ampère dît encore <juc quelles que soîcnt le* courbes d’cipcncnce* que 
l’on choisira , pourvu que y soit une fonction ratlonoelle entière de jc , dont 

Ip drgrë ne passe pas n , les cocfiîclen* B» scrool toujours les mêmes : 

celle conclusion doit être restreinte ; en effet , il est fseite de s'assurer par 
l’cspéricnce , i.® que deux équations du même degré , comme et 
ne peuvent pas être empiojees simullaDément pour trouver U même formule , 
parce qu’elles ac comportent Tune l’autre , et qu'enscinhie elles ne fournissent 
qu’une seule expérience ; 2.® qu'il en est de même des équation* yvskx^P et 
• ; 3." que le* courbe* d'expérience* doivent comprendre tous le* 
degré* pair* , depuis ; quoiqu’on puisse substituer h uu 
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ptir le degr^ impair imm^iatcment aupWeor , en reflençanl li la slmplicii^ 
des calculs ; 4 >* que , si quelque courbe d’expérience passe le degré n , la formule 
qui eu résulte est moins simple et , en général , moins exacte que ta corres- 
pondante dans le tableau n.® 6 o ; parce qu'elle n’cit pat identique avec celle 
que l'on obtient par le procédé de la note l. 

J’aurais dd , tant doute, insérer cet éclaireitacmcns dans le mémoire •que 
j'ai adressé i rAcaderoie. Quoi qu’il en soit , M. Ampirt a une célébrité trop 
bien acquise , et il aime trop la vérité , pour prendre en mauvaise part les 
précédentes observations. 

Jfo/e G. J’arrive au reproche le plus grave de M. Kramp:\\ aflirme (Annales , 
tom. 7 , pag, a^S) que ma formule (f, i) est tntilrement fausse et erronnée , 
et il en apporte, pour preuve unique , qu'elle est différente de la tiennne qui 
est nécessairement exacte. 

Je réponds , i.» que ma furmulc (F, ,) a donné plus d'approximalioi^ que 
celle de M. Kromp , dans les deux applications que j'ai rapportées , ce qui établit 
une première probabilité en ma faveur ; a.* qu'après avoir refait mes calculs , 
i ai retrouvé les mêmes coef&ciens ; 3.® que MM. Servais et IVronski sont parvenus 
B ma formule par des méthodes qui leur sont propret. 

Avant de connaître 1a réfutation complète que M. Jeivoij a faite de toutes les objec. 
lions de M. Kramp , et désirant que les géomètres ne conservassent aucun doute 
sur 1 exactitude de met formules reconnues utiles par l'académie , j'avais imaginé 
de faire proposer è M. Kramp un expédient qui avait plusieurs avantages , celui 
de terminer promptement les incertitudes , celui de rendie les auleuN pluf 
circonspects et les critiques plus honnêtes. 

Nous aurions déposé, M. Kramp et moi, chacun looo francs au secrétariat 
de l’académie , en la suppliant de faire vérifier ma formule (F, ,) , et d’em- 
plojrer les looo francs du perdant è un prix sur une question k son choix. 

Mais , depuis le mémoire do M* Seryois , il y aurait peu de géisérosité de 
ma part è insister sur ce délit. 

Note 7 . Dans lélat actuel de l'analise , la méthode parabolique d'approxi- 
mation est , sans doute ^ préférable a toutes les autres : remarquons cependant 
qu’on peut substituer k la courbe k qharrer , non seulement une courbe du genre 
parabolique , mais encore une autre courbe quelconque qui diffère très-peu de 
la proposée , par exemple , la développante qui passe par un nombre donné des points 
pris sur la proposée s cette réflexion ouvtc un vaste cluunp aux recherches» 

\oici un essai de ce genre qui pourra paraitto intéressant. U s'agit de quarrer 

l’h 7 perbole y— , ou d'intégrer : je mets x’ +” pour x , et j'al la courbe 

* • * ^ • 
>=J 7 ^p;qni coïncide d’autant mieux arec l'hjrperbolc que n est plai petit, 


9 . 



ToiU donc une expression algi^hrique de Log.x qui sera d’amant plus eiacte 
qu*oii prendra n plut pcliti Si , par exemple, on fait n=o,oooi , ou trouve 
L»og^:so,69 : $t on prend pour n un multiple de ^ , on pourra , par des 
extractions successives de racines quarrtfes , approcher aussi près qu’on voudra 
de U vraie valeur de I»og.2ÿ tons employée des tables de logarithme. 
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INSTITUT DE FRANCE. 


ACADEUIE ROYALE DE3 SCIEKCE3. 


Paris , U 


18 


Le Secrétaire perpétiiei de l’académie pour les sciences 
matlidmatiqiics , certifie que ce qui suit est extrait du procès-verbal 
de la séance du lundi 10 février 1817. 

N.“ 65. 

Le mémoire de M. Birard , dont l’académie nous a chargé de 
lui rendre compte , a pour objet de trouver , par un procédé plus 
simple que ceux dont on a fait usage jusqu’à présent , la valeur 
approchée d’une intégrale dont la fonction dûi^c et les limites 
sont données. On sait qu’il faut pour celà substituer à celte fonction 
dérivée une expression de la forme 

a-i-ls+ç’+ etc. , 

où s représente la variable indépendante; déterminer n, ^ , f, elç., 
de manière que les valeurs de cette expression et de la fonction 
dérivée correspondantes à des valeurs équidistantes de x en nombre 
égal à celui des cocfHciens a , é , c , etc. , soient respectivement 
égales ; substituer ces valeurs dans l’cxprcssloo 


Happort inr 
un mémoire de 
M- Bérard , 
intitule' : iV7é- 
thodf nouf/tlla 
pour fuarrer 
Us courbes ft 
intégrer, entra 
des limites 
dotmèts ' toute 
Jonction diffl- 
rentielle d’une 
seiélê uariubU, 
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ax+x^x'+^ cx^-{-elc. 

qui est l’intégrale de 

{a-^hx-\-cx*-\‘ etc.yjr , 

et prendre la difTcrencc des deux valeurs de celte dernière expression 
qui répondent à celles ^e la variable x aux deux limites. 

Ce calcul est assez court quand les valeurs équidistantes de s 
sont en petit nombre entre ces deux limites ; mais , dès que le 
nombre est un peu considérable , il devient tellement compliqué 
qu’on doit le regarder comme presque ine.\écutable. M. Birard s’est 
proposé de trouver la formule qui en résulte, sans être obligé de 
faire le calcul comme nous venons de le dire ; il remarque pour 
cela 

1. “ Qu’en représentant . y. > r* V— « > /n-. . » 

les valeurs de la fonction dérivée qui répondent aux valeurs équi- 
distantes de .r , ce résultat est égal à*une fonction de t , 

y, , fn-, > J», oti ces quantités ne peuvent entrer 

qu’au premier degré. 

2. ® Que celles qui se trouvent è égale distance des deux extrêmes 
y doivent avoir les mêmes coelHciens , en sorte que ce résultat 
peut être représenté par 

«‘c. ? 

*«n sorte que pour l'avoir il sufRt de déterminer À, B, C , etc.; 
qui ne peuvent dépendre que du nombre des valeurs équidistantes 
de X que l’on considère , et qui sont par conséquent les cocHiciens 
numériques qu’if suffit de déterminer une fois pour toutes , refa- 
^vement à chaque valeur particniicrc dé ce nombre. 

M. Bérard donne, dans son mémoire , une méthode irès-sîmple 
pour parvenir directement à cette détermination ; cette méthode 
eoaduit aux mêmes valeurs pour les cocfficicns dont nous parlons, 

que 
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que le procëdd de substitution et d’intcgration que nous Tenons 
d’indiquer. 11 nous semble que l’anteur aurait rendu son mémoire 
plus complet en en faisant l’observation , et en en donnant une 
démonstration qui ne laissât rien â désirer ; c’est pourquoi nous croyons 
devoir expliquer ici sa méthode d’une manière un peu difTérentc 
de celle qu’il a adoptée , atin que cette démonstration naisse , pour 
ainsi dire , de l’exposition même du procédé qui y conduit. 

Le nombre des cocfficiens â déterminer est évidemment — quand 


le nombre n des intervalles est pair , et quand il est impair, 

tel est donc le nombre des équations entre ces coefliciens qu’il faut 
obtenir pour les déterminer. 

Prenons nnc courbe qui soit un cas particulier quelconque de 
l’équation 


« y = a-\-6x~i~cx'-h etc, 

La formule 


-^(ro-*-y.)+^(r.+r,- .)+c'(y*+ra- ; 


en supposant qu’on en eAt calculé les coefRciens A , S, C , etc. ,• 
par le long procédé décrit a» commencement de ce rapport , re> 
présenterait rigoureusement l’aire de cette courbe entre des limites 
données; d’où il su’u que si d’une part on calcule directement cette 
aire , et que de l'autre on prenne les valeurs de , y, , jr, 
y^—t I fn—t > fat correspondantes ù ce cas particulier pour les 
substituer dans 

et égaler le résultat â Is valeur trouvée pour l’aire , on aura- «ne 
équation du premier degré exactement satisfaile par les valeur» 
de ^ , B , C , etc. 
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Eli prenant una autre eourbo dont l'dc^uatlon lell auul renfermih 
comme eu parileulicr dana l'ëi^uatioa 

et , en répétant les mômes opérations , on trouvera de même une 
seconde équation du premier degré entre ^4 , D , C , etc. 

Après avoir pris autant do ces cas particuliers qu'il y a d'uniléa 

n «4-1 . ... , 

dans — ou — suivant que n est pair ou impair ; on aura donc 

autant d'équations du premier degré entre /!, B , C, etc. , qu’il 
y a de ces inconnues, et leur détermination no sou/Trira plus alors 
aucune diiliculté. 

Il est évident que tant qu'on aura pris pour ehaque cas particulier 
une valeur do y comprise dans l'équation 

y.~û-{-6x+cx’-\-clc. ; ‘ 

c'est-li-dirc , uno fonction rationnelle entière de x dont le degré ne 
passe pas « , on trouvera, pour A ,.B , C , etc. , les mômes valeurs 
que par le procédé ordinaire , décrit au commencement de ce rapport i 
et comme c^s valeurs sont uniques , il est clair que quels que soient 
les cas particuliers qu'on choisisse, on arrivera toujours Identique- 
inent aux mômes résultats ; o’esl ce que M. Bérard ne parait paa 
avoir remarqué ;.'Car, il dit , après avoir expliqué les cas particuliers , 
qu'il a choisi çt qu’il nomme courbes d’expériences. 

' « Tout autre système do courbes d’expérience fournirait des for. 
» mules différentes qui seraient toujours moins simples , qui exigeraient 
I» une élimination plus difTicile , et qui , en général , seraient moins 
» exactes,' » 

Cola n'est vrai que dans le cas où l’on prendrait pour la valeur 
do Y une fonction ralionuclle entière de x , d’un degré plus élevé 
que le nombre n des intervalles , parce qu'alora cetto valeur de y 
uo serait plus comprise dans la formule 


Digitized by Google 



( 9® )l 

Jont on est parti pour établir que la valeur, de l’intégrale est re- 
présentée par 

<^.Vo+rnH^(ri+r„_ ,)+^0'»+r.-.H*«'c- . 

où /é , B , C , etc. , ont toujours les mêmes valeurs , quelles que soient 
celles de a , h , c , etc. 

Mais , il existe une infinité de fonctions rationnelles de x dont 
le degré ne passe pas le nombre n , qui peuvent également servir , 
et qui donneront toutes identiquement le même résultat. Le passage 
du mémoire de M. Bérard doit donc être modifié , et il aurait dû 
se borner ù dire que les équations paraboliques monomes de degré 
pair dont il se sert pour trouver les formules qu’il cberobe sont 
les plus commodes ù employer dans la pratique. Cette observation 
ne fait rien , au reste , ft Tutilité qu’on peut retirer du mémoire 
de M. Bérard et des formules, toutes calculées, qu’il, contient 
pour des nombres d'intervalles égaux ùi,Ù 3 ,à 3 ,ù 4 >ù 5 , 
ù 6 ,ù 8 ,ù laetù 34. Nous pensons , en conséquence , que ce 
travail mérite l’approbation de l’académie , et qu’il serait à désirer 
quil fût publié, et qu'on fît connaître cette méthode, qui est sus- 
ceptible d'utiles applications, dans les ouvrages élémentaires. 

^ • 4 

Signés à la minute , PoiNSOT , AmpèRE , rapporteur. 

L'Académie approuve le rapport et en adopte les conclusions. 

Certifié conforme ù l’original , 

Ze Secriloirc perpétuel , chevalier des Ordres 

Boyaux de St ~ Michel et de la Légion di honneur , 


Delambre. 



CHAPITRE IX. 


CtBATURE DES SOLIDES ET QUADRATURE DE LEUR SURFACE. 


La ra^thode que j'ai exposdc dans le chapitre VIII , pour quarret 
les surfaces , s'applique , sans di/Iicullë et avec avantage , à la 
cubature des solides. Je vais parcourir quelques cas gënëraux , cl 
donner quelques applications propres à faciliter l'emploi de la 
méthode. 


Paraîléîipipède recouvert par une surface courbe. 


G6. On sait qu'un prisme triangulaire , tronquë par un plan 
incliné A sa base , est égal au produit de cette base par le tiers 
de la somme des trois arêtes , si le prisme est droit , ou par le liera 
des trois hauteurs , si le pr'isme est oblique. 

Si l’on a un parallëlipipëdc , tronqué par un plan incliné h sa 
base, dont les hauteurs des arêtes soient A , h', h" , h'" , h la 
surface de la base , et F le volume ; en le décomposant en deux 
prismes triangulaires par un plan passant par h et h" , on aura , 
d'après l’article précédent , 


Y=\h. 


h+h'+h" 


ri 




Décomposant de nouveau le parallélipipède par un plan passant 
par h' et h'" , on aura semblablement 
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Ajoutant les deux ^ualions cl-dessus , il vient 

h+h'+h'’+h’” . 

f=» — j — . 

oa 

r=i.^±^=3.^; 

3 3 

théorème simple que je n’ai pas rencontré dans les livres élémentaires. 

€ 7 . .Imaginons maioteoant un parallélipipède recouvert par une 
surface courbe ; si on le coupe par des plans équidistans et paral- 
lèles aux faces , il sera décomposé en petits parallélipipèdes ayant 
tous la même base h. £n ajoutant tous ces parallélipipèdes , et 
falsaut la rédaction , on trouve la règle suivante. 

Ajoutez ensemble, i.* toutes les hauteurs des arêtes intérieures 
ou invisibles ; 2 ° la moitié de toutes les hauteurs des arêtes exté- 
rieures ou de faces visibles , è l'exception de celles des quatre 
angles ; 3.* le quart des hauteurs des arêtes des quatre angles. 
Multipliez cette somme totale par la hase 6 , commune à tous les 
parallélipipèdes partiels : le produit sera le volume cherché F du 
parallélipipèdo •urviligoe. • 

Si la base du solide , au lieu d'être un parallélogramme , était 
un triangle ABC qui en est la moitié , on diviserait AB et AC 
en un même nombre de parties égales , et l'on mènerait , par les 
points de divisions, des parallèles è AB , AC \ la règle précédente 
s’appliquerait ici , mot è mot, avec cette seule différence, qu’au lieu 
de prendre le quart des hauteurs des arêtes en .fi et ê7, il n« 
faudrait en prendre que le huitième. 

Celte règle fort simple donne le volume du polyèdre inscrit dans 
la surface courbe : elle donne une approximation d’autant plus grande j 
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que le nombre des petits parallélipipàdes est plus grand ! on Terra 
plus bus une méthode plus rigoureuse. 

Des solides de révolution. 

C8. En représentant par « le rapport 3 , 1415936 du diamètre )i 
la circonférence , on sait que l’expression du volume d'un solide 
de révolution est 

V=^fr'àx , 

expression dans laquelle x est l'abscisse et y l’ordonnée de la courbe 
qui engendre le solide , en lournatt autour de l’axe des x. 

En faisant y*=g , on a 

r=-,ftiLx , 

et l’on voit qoe la question se réduit ^ quarrer la courbe dont les 

abscisses sont x , et les ordonnées x ou y*. Les formules du n.* 60 

fr 

s’appliquent donc ici en y mettant — pour 5 et y,* , y,’ , y,*..., 

poor roi ri I 

Ainsi , par exemple , si l'on a partagé en six l’intervalle a des 
ordonnées extrêmes y, , y^ , la formule (/"j) qu'il faudra employer , 
deviendra 
Rio 

— .r=4 1 Cro*+rs*)+ 2 1 6 (yi*+r , *)+a7(r . *+r«*)+’7=r . ’ • 

7K« 

yo % y% t r» devront être calculées par l'équation y = X 

de la courbe , si elle est donnée , ou mesurée sur le solide lui- 
même , si l'équation n’est pas connue. 

Des solides curvilignes quelconques. 

69. Nous allons examiner maintenant le c.is le plus général , 
celui d'un solide dont la base quelconque est recouverte par une 
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•urfiat Bourba quBleafl<}iia dont on n on dont en n'a pai IM({ua)ton. 
On ult (}ue l’cxprcsslon du volumo d'un tolido ett 

V—f/zixàY—f^^f^^y • 

Imaginon» qu’ayant divisé en parties égales , en six , par exemple , 
l'axe des x compris entre les plans extrêmes qui renferment le 
solide proposé , on ait conduit par les points de division des plant 
parallèles aux précedens ou & celui des yz , ta surface de chacune 

de ces sections sera exprimée par JzAy : nommons S„, 5, , 

ces surfaces , et 5 l’une quelconque d’entre elles ; l’expression ci- 
dc|fus du folide deviendra 

V^/Sàx . 

En considérant S comme l’ordonnée d’one courbe dont s est 
l’abscisse , l’aire de celte courbe représentera /Sàx , c’csl-à-diro , V ; 
on aura donc , pour le cas actuel de six divisions , la valeur de 
F, par la formule. du n.° 6o , qui deviendia , en appelant 
a l'intervalle des plans extrêmes 

?^.r=4i(5.^-^»)+ai6(5.+5,)+a7(5.+^s)+a7=>S. • W 

Pour faire usage de cette formule ,, Il faut, ptdalablamept trcuiTer 

les valeurs de Sa, S Sf. Pour 41istinguer plus clairement 

les quarante-neuf verticales z q^ue renferment les sept sections S, , 
concevons que ^ fig. i6 ) l'axa j^X des x ou a, et l’axe AT 
des y ou y, portent , à partir de l'origine A , lea numéros o , 

I . O G , que chaque ordonnée y, , y, y, , soit aussi 

divisée en six parties égales , et qu’enfin on ait joint par une 
courbe les points de division des sept ordonnées y ; les 49^ corres. 
pondans aux quarante-neuf points d’intersections , pourront être 
distingués par la combinaison do deux acceos correspondant aux 
numéros des deux axes. Ainsi , les z élevés sur-^o seront , 
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Vi > ) *-^1 . *-^4 » ï pour 's section Sq ; c’est-i-dire , pou» 

le plan coordonné yt : de même les z seront marqués par 'Zg , ‘z, , 
'z, , 'z^ , 'z^ , 'x, , 'Z( pour la section 5, , passant par y, . et 
ainsi de suite, en sorte que l'accent d'en haut indique la section , 
et celui d'en bas la courbe. 

£n vertu de cette notation , 5, , S, seront données par 

les sept formules suivantes qui sont la traduction de (Z'^) du n.° 6o. 


— .5a=4i(®Zo+“x,)+2i6('*z,4'®i,î+27C”'*.+®'^4'+a7=‘‘^j ; 

^ . 5, =4i (' «o+'z,) +2 1 G''z.+'z ,) +37('z,+'z,)-j-a72'z , ^ 


— .5s=4«C‘2'o+*^»)H-2i6(‘z,+‘z,)+27(‘z,+'zj4-a73‘z, , 

Si l'équation de Ta surface n’est pas connue , il faudra mesurer 
les quaraute-neuf verticales z sur le solide même. 

Si l'équation de la surface est donnée en y faisant z = o , on 
aura y=X pour celle de son intersection avec le plan des zry , et 
celle-ci fera connaître y, , 7 ^, ....... : on aura ensuite les z de 

la première section S, en mettant dans z=/(x , y) , o pour x, 

«t O ~ , y, pour y , et ainsi de suite 

pour les autres sections. 

Si la base ou plan des :ry n’était pas rencontrée par la surface, 
mais était enveloppée par une surface cylindrique recouverte par 
la surface z=f(x,y), l’equation de la courbe intersection de la 
surface cylindrique avec le plan des xy serait connue , et de cette 

forme y — X ; ce qui ferait connaître fa , y On calculerait 

ensuite les z comme dans le cas précédent. 

Le cas d'un parallélipipède recouvert par une surface courbe est 
pne variété du précédent. 

7 «- 
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70 . Exemple 1 . Imaginons une deml-sphirc dont le rayon est 
posde sur sa base que je prends pour plan des xy : concevons 
un quarrë inscrit' dans le cercle de cette base , et un parallélipipide 
ayant pour base ce quarré : on demande le volume du ce paralléll- 
pipède recouvert par une portion de la surface sphérique. 

L’équation de la surface sera 

r=V/a— , 

et il est évident qu’il suffira de chercher le volume de la portion du 
solide ayant pour base le quarré inscrit dans l’un des cadrans , 
laquelle portion sera le quart du solide total : il n'est pas moins 
évident que le côté du quarré partiel que nous considérons est i. 

Pour abréger l’opération , Je ne supposerai que quatre intervalles dans 
le côté =1 du quarré ci-dessus, et la formule a employer sera 

9or=7(5.-f5,H-3ac5.+5,)+i2^a , 

Pour avoir 5,; c’est-i-dirc , l'aire du plan des yz , Je faIsx=o 
dans z~^ a — *•— > qui devient ; je mets dans celle-ci 

pour y successivement u > , r , ^ • > , et j’ai les cinq verticales 

ou valeurs de z de la section S , , laquelle est donnée par l’équ’atioa 


9O*^o=7(/â+0+32(iV''ji-|- ïVé'S^.+ta.jy/^ ' 

Pour avoir 5, , je mets j pour x dans r= ^ , qui devient 
V^ïT-^J » je substitue pour y successivement O, 7 , j, i r 
ce qui donne les cinq valeurs de z de la section 5, , laquelle est i 
son tour donné* par la formule suivante 

go.5, = 7(iv/i»-4-ît/ »51+32(jy/3#-|- . 

En tMttant ensuite f , j , i pour x dans ■ï,elo,;,i,i. i, 
pour y , oa aura de même les cinq valeurs de z pour les sections 

*4 



( ) 

St , S, , St , quî leront données par les équations suivantes : 

go5, =7(f v/j+î /3J+32 (î V'"3 + : V^«9)+»2'T\/6 • 

go5, = 7 ( i / »3+ i v/t)4-32' • \/ââ+ : /Î4 )+» 2 î j/Tg . 

9o5^ = 7(i+o)4-3i(i t/Î5+i v/^+i3.f \/3 . 

Il ne reste plus qiTi mettre , dans la formule qui donne 
les valeurs précédentes de 5, , 5, , 5, , 5, , 5^ , et l'on trouvera 

r=i,i356 . 

La vraie valeur de V que l’on trouve facilement ( en remarquant 
que le solide total proposé vaut la dcmi-spbèxe moins quatre demi- 
segmens sphériques ) , est 

y=i,iZ’]o . 

On ne sera pas étonné que l’approximation ne soit pas plus grande , 
si l’on fait attention que la formule employée {Ft) a pour base la 
division de l’cspaco à sommer en quatre parties seulement. 

71 . Exemple 2 ., Nous prendrons , pour deuxième application , 
le cas d’un solide renfermé entre le plan des xy et mie surface 
courbe qui le rencontre : nous cliercbcrons le volume de ; de la 
sphère dont le rayon =1 : ce segment est compris entre les trois 
plans coordonnés qui passent par le centre de la sphère ayant pour 
équation 

«=/ 1— i 

pour plus de brièveté , nous ne supposerons que cinq sections 7 
Sg t S, , S , , 5 , , 1S4. 

En mettant successivement , dans l'équation de la sphère , o , 
: 1 4 1 • I P°'“' « t ou a les cinq ordonnées y da 
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cercle qui est l'interjection de la surface arec le plan des xv ' 
savoir ; ^ J > 

ro=i , r.=-:»/T5, r«=^/3, y,=iv/ 7 . r,=o . 

Pour avoir les cinq verticales ^ , de la section 5, , je fais 
dans 1 équation de la surface qui devient 

et j y mets, pour y saccessivement 


Jo "kra 


» , » 


et j’ai 


a ’ 4 ’ y» ' 




Pour avoir les cinq z de la section S , , je fais 1 dans 

. ^—V I— a-— , 

qui devient 

et jy mets pour y successivement 


et il vient 
», — 1 


r» ■ ri ** >Tt 

• T ’ 7 ' T ’ » 


^o- j/T3 , *s.= ^ , ■-. = il/5 . 'r,= ;./7:73, 

En opérant de même , on trouve que les cinq c de la seclioa 
) sont 

•c.rrJv/S. *.. = !, . 

que les cinq s de J, sont 
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*/»= ; Ti yZ 7 .i 5 f — • \/ S-?] » *^| — n » *■^4 — O $ 

et que les cinq e de 5 ^ sont nuis. 

Maintenant, il faut chercher les valeurs de 5e ; 5, ........5e , 

par les équations suivantes : 


— . 5 , = 7 ("x, 4 «®« 4 H- 3 a(*i.+*-î,)+« 3 "-«. • 

Yq 

21 .5. = 7Czo+’re)+3aCr.+‘z,)+i2'x. : 

r> 

— . 5 , = 7 (*x.+*Z4)+ 32 Cz.- 4 -*z ,)+ 1 a’z, . 

y» 

.21.5,=7(>z.+’xe)+32C’^.+’z,)+ia»z. ; 5^=0 ; 
Tt 


Il ne reste qn'i substituer ces valenrs de 5 ,. ;..... 54, dans 
là suivante on a =i. 

21 .r= 7 ( 5 .+ 5 eH- 3 a( 5 .+ 5 ,)-+:i 3 . 5 . ; 

O 

on trouvera , apris les réductions 


d’o& 


i35.I^=7-|-8(vZT5+vZÿ^-l-6yZ5 , 
y=o,Si5i l 


La vraie valeur est 


I^b=o ,5236 ; 


L’approximation trouvée est sans doute bien faible ; mais si , au 
lieu de vingt-cinq ordonnées z , on en avait employé 6* , 7* . 8* , on 
aurait approché de plus en plus de la vraie valeur : il ne s'agissait 
ici que d’indiquer brièvement la marelle du çalçult 
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On se eondoirait encore de la mémo minS&re dans le troisi&me 
cas ; c’est-à-dire, celui où le solide est renfermé entre les plans de 
sy , une surface cylindrique élevée sur ce plan , et une surface 
courbe rencontrée par le cylindre, 

Z>e* aires des surfaces courbes. 

73. L’aire d’une surface courbe s’obtient par la même formule 
d'intégration que le volume d’un solide : en e/Tet, soit 

u=F{x,y) , 


l’équation de cette surface , et 


àur=pàx-\‘qAy * 


sa différentielle ; l’aire que j'appelle A sera donnée par cette formnU J 


ou, en posant 
par 


’A—JAxfzAy , 


formule qui peut représenter le volume d’un solide , et que l’on 
traitera précisément comme "Oh a fait "dans le précédent articlt. 
( Voyez le Traité du calcul intégral de Lacroix , in- 4 .* ^ (om« D* 
pag. 198. ) 

'Surfaces de révolulionl 

73, Soit 

it=F{x) ; 


l’équation de la courbe génératrice d’une surface de réyolutios j et 


^ sepix î 
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M différentielle : la surface ^ sera , comme on sait, exprimée par 
en posant 

r="y/T:;7> , 

CD aura 

■^=-2nfyàx , 

formule que l’on traitera précisément comme celle du So. 

Recüjïcalhn des lignes à simple et à double coiubures. 

' 74* Soit 

l'cquation d’une courbe plane, et 

du=^djr , 

M différentielle : la longueur r de I. courbe sera exprimée par 


OU 

ou , en posant 
par 


y— y/ !+/’■ I 


j=/jrd«r, 

fornrde qnî rentre darw le cas du n.* flo. 

Dans le ces d’une courbe à double courbure , soient 

u-F^x) , t=F'{x) , 
les projections de la courbe , et 

d v=;>d^ , d/=ydx , 

leurs différentielles : la lor.gueur s d ur. arc fini sera exprimé par 

=yj4^i/ 7II' . -7 

ou , en posant ’ ^ 
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VT+FïT*=y > 

par 

s=fydx ; 

formule qu'l rentre encore dans le cas du n* Go. 

75. Observations. On voit , par co qui précèd e , qu'il n’est aucun 
cas de rectilical'ion , de quadrature et de cubature , auquel on ne 
puisse appliquer la méthode d'approximation fournie par les formules 
du n.° Co. Sans doute ces formules ne devront être employées que 
dans les cas où l’intégration ne peut avoir lieu , mais aussi , elles 
olTriront alors le moyen d’approximation le plus prompt et le plus 
exact, pour intégrer toutes les formules de ces deux formes 

yydjr ; JàxfzàY , 

J’observerai encore que la méthode dont il s'agit revient , au fond, 
pour le cas d’un solide , à substituer à l’équation de la surface donnée 

t=F{x,y) y 

celle d’una surface du genre parabolique , de cette forme 

Z = (a+bx-\-cx‘ )(a'+b'y+cy^ .) 

= A-{-Bx+Cx* ■^B'y-^-C'y*.....-{-Kxy-\-Lx'y-\-]Uxy’+Nx‘y*..... , 

en déterminant les coclHciens A , B , C par la condition que 

la surface parabolique passe par un nombre 2*, 3 *, 4* n* de 

points de la surface proposée. Oti pourrait déterminer ces coelHcien» 
en employant des surfaces d’expérience , comme nous avons lait des 
courbes d’expérience dans le n.° Sq , mais ce procédé serait pe'nible s 
nous sommes arrivés bien plus simplement au même but , en partant 
des formules déjà trouvées dans le n.° 60. 

Je remarquerai encore que la méthode d’approximation employée 
pour l'intégration yydz jy/zd^dy peut s'étendre sans difficulté aux 
formules d’intégrales triples , telles que 

JffVàxàydz ; 

mais ces détails sortiraient des bornes que je me suis présentes; 


CHAPITRE X. 


DO TOimSAO ÉLASTIQUE OU THÉORIE KOUVELLE ET PLUS 
RIGOUREUSE DU JAUGEAGE. 


'Observations préliminaires. 


Lit tonneau est non seulement une invention utile dans les arts; mais 
encore une machine digne de piquer la curiosité des géomètres par les 
problèmes intéressans qu'elle présente : aussi beaucoup de savans s’en 
sont-ils occupés. Aucun d'eux cependant ne me parait avoir deviné 
la vraie figure du tonneau. 

On a considéré, tour-à-toiir , la courbe génératrice du tonneau 
comme une ligne droite, un arc de cercle, un arc d’ellipse , d'hy- 
perbole et de parabole : on a proposé une foule de jauges qui reposent 
sur de fausses suppositions de la figure du tonneau ; quelques-uns 
de ces instrumens supposent même que tous les tonneaux sont des 
solides semblables, d’où résultent les erreurs les plus grossières. 

M. Camus considéra une demi-douve comme formée d’un arc 
parabolique terminé par une ligne droite tangente A l'extrémité de 
cet arc. ( Encyclopédie méthodique , Jaugeage. ) 

Pour découvrir la vraie figure du tonneau , il ne fallait 
cependant qu’analiser ce qui se passe dans sa construction. L’ou- 
vrier prépare des douves planes ayant la figure de deux trapèzes 
réunis par leurs grands cdtés parallèles ( fig. i8 ) : après les 

avoir 
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avoir ranges cylindriqucmcni , en les faisant loucher par les milieux , 
il oblige les extrémités divergentes à sc rapprocher pour s’adapter 
cpnlre les deux fonds : des cercles les assujettissent dans cette 
position , et le tonneau est formé. 

On voit que dans celte opération , la douve doit prendre la mémo 
courbure que si , étant posée horizontalement sur deux appuis , son 
milieu était chargé d'un poids : ainsi , sa courbure serait celle d’une 
lame trapézoïdale élastique , sans les causes physiques qui modilient 
le problème. 

Ces causes perturbatrices sont, i.‘ le défaut (Télastrcité parfaite ; 
a.® le décroissement de largeur dans la douve j 3.' le défaut d'homo- 
gënéïté du bols ; 4° l'élasticité variable des di/Térens bois ; 5.° l’in- 
iluence de l'huinldilé et de la température ; 6.® l’épaisseur de fa 
douve qui diminue son élasticité ; y.° le frottement des douves latérales; 
8.® la compression exercée par les cercles additionnels ; g.® le poids 
du liquide qui agit inégalement sur les divers points de chaque 
douve. 

On sent bien que la géométrie la plus profonde ne saurait tenir 
un compte exact de toutes ces causes d’anomalies , et qu’il faudrait 
chercher la figure particulière de chaque tonneau par l’expérience, 
pour parvenir à le cuber exactement : cependant , la théorie des 
douves élastiques donnera toujours une approximation non seulement 
plus que suffisante pour la pratique , mais sur-tout plus grande 
que toutes les autres hypothèses gratuites que l'on a imaginée» 
jusqu’è ce jour. 

,Te donnerai même le moyen d’avoir égard è répaisseur de I« 
douve , quand on aspirera à plus de précision. Enfin , je déduiras 
de ma théorie combinée avec mes expériences sur l’élasticité des 
bois , une formule pratique aussi simple , mais plus exacte que 
toutes celles connues. 

Cet essai n’est que Fextrait d'un mémofre volumineux que le 
Ministre de l'Intérieur renvoya , en i8o6 , è M. Monge poun 
l'examiner , et que ce savant a déclaré avoir égaré. > 
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Courbe génératrice du tonneau. 


76. Soient ( fig. 17) ABCO la section par l'axe d'un quart de 
tonneau , CO le dcmi-axc =l , CB le grand rayon —R , 04 le 
petit rayon ~r BD=^R — r=A , 4 B une demi-douve , AP=x et 
PM— Y les coordonnées d’un point M de la courbe. 

D'après ce qui précède , il faut concevoir que la demi - douve 
AB , d'abord fixée en B perpendiculairement è BC , a pris la 
courbure AMB par l’effort d'une force appliquée en A vers 0 . 
Pour découvrir la nature de la courbe AMB , nous supposerons, 
avec Leibnitz, i.° que les rayons de courbure en diflérens pointa 
de la courbe sont en raison inverse des extensions des fibres élé- 
mentaires ; 3.° que les allongemens dus fibres au point M , sont 
en raison directe du bras de levier x de la puissance. De la 
Combinaison de ces deux principes , il résulte qu'en appelant O le 
rayon de courbure , et c* une constante , l’équation de la courba 
d’une lame élastique mince et rectangulaire est 

©x=c* , (.) 


dx étant constant , on tait que l'on a l’expression 


Q_ (dx»-4.dy»)r 

— djtdy * 


et l’équation (1) devient 


xàx— 


dont l'Intégrale est 


• U 


(dx’-fdr*}i ’ 

-"C’dy 


a V^d*‘-f-dy*] * 
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, — dx(x» 4- »0 . 

y/ 4 c*— 


On dëtennlne la constante t' par la condition qu’au point £ on a 
— O et x—l ; ce qui donne 2c '= — l' , et change l'équation 


dy 
d« 

ci-dessus en celle ci 


J _ «•) 


(=) 


Après la seconde intégration , on détermine la nouTelIe constante 
g'' et la première c , par la double condition que pour le point A , 
6n ait x = o , y=o , et pour le point B , x=l , y=h. 

77. Lorsque le tonneau a peu de courbure , c'est-è-dire , quand 

~ , est fort petit , on peut avoir une intégrale algébrique fort 

simple de l'équation (a) ; car , dans' ce cas , c* , est fort grand , et 
en négligeant (/* — x^y , elle devient 


dont l'intégrale est 


3e*dy=dx[l'—x') , 




è laquelle il n’y a pas de nouvelle constante è ajouter , parce 
qu'elle donne xs=o quand y=o. En déterminante’, par la condition 
qu’on ait x—l , quand y— h, on a 


fi 

Ht 


St ensuits 




« 
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On serait parvenu au même résultat , en négligeant d^* dans la 
valeur de 0. 

Celle cqualion ( 3 ) , qui est asses simple , peut être regardée 
comme une approximation commode et sufTisanlc de la courbe 
génératrice du tonneau. 

Bemarque. Si ( fig. 17 ) la force comprimente était dirigc’e de A 
vers Z), son bras de levier ne serait plus .r sur le point Jl/ , mais 7* ; 
l'équation de la courbe serait Qy — c' dont l’intégrale est 


dx= 


d)C>"+«*— ê') 

-A')*] 


( 4 ) 


On voit qu’en changeant y en ar , la dernière équation est dt 
même nature que (2) ; mais les constantes sont dilTcrcntcs : l'équa- 
tion (4) est celle d'un arc dont les deux extrémités sont tendues 
par une cordc : c’est encore celle d'un linge chargé d'un fluide 
pesant. \y AUmhert ( Encyclopédie , au mot Elastique ) , parait 
avoir confondu les deux cas des équations (2) et (4)* 

Dans le cas où la lame a peu d’inflexion , c devient très-grand 
et l'équation (4) le réduit à 


dar=: 


«•ér . 

V/A‘— j'J 


Intégrant , puis déterminant c par la condition qu’on ait y=h , 
, quand , on a 


y=A.Sin.(i,5768ar)sr^.Sin.(90®.3:) . 


M. Poisson ( Mécanique , tom. i , pag. 222 ) qui a examiné ce 
dernier cas , met en doute si la courbe oscille de part et d’autre 
de l’axe des x : je pense que non , et que cela n’a lieu ici que 
pour avoir supposé c très-grand , ou négligé dy' dans 0. 

78. Après avoir déterminé la courbure d’une douve rectangulaire , 
ce qui nous a donné une première approximation de la courbe géné- 
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ratrice du tonneau , il faut chercher plus rigoureusement celte courbe , 
en ayant dgard au décroissement de largeur de la douve. 

Imaginons le tonneau coupé par des plans passant par l’axe , 
qui traceront des méridiens sur la surface. La flèche comprise entre 
deux méridiens très-voisins formera une douve. Les extensions des 
fibres qui , dans la lame rectangulaire , étaient simplement en raison 
directe du bras de levier jr , sont de plus , en raison inverse , des 
points résislans ou de la largeur de la douve , quand cette largeur 
est variable. Il suit de là que le rayon de courbure qui est en 
raison inverse des bras de levier , est aussi en raison directe de la 
largeur de la douve : or , cette largeur est proporlipnnellc au rayon 
ÇA/ ou (r-j-jr) de la section perpendiculaire à l’axe du tonneau 
( fig. 17): il s’ensuit que l'équation cherchée de la courbe est 

( 5 ) 


Telle est l’équation di/Térentielle de la courbe génératrice du 
tonneau : quoique simple , en apparence , je n’ai pu parvenir à 
l’intégrer : MM. Lacroix , Ampère et Petit qui , à ma prière , s’en 
sont occupés , n’y ont pas réussi : je l’ai fait proposer dans les 
Annales de mathématiques 3 , pag. 104) : il n’a pas paru 

de solution. 

Voie! du moins un moyen d'intégrer l'équation ( 5 ) par approxi» 
malion. Soit' l’équâiton' 'Bë Ta courbe chercHéo : l’équa^ 

tlon (S) deviendra 

— e=iî.r*dy xàx 

dont l’intégrale est 

xJx 

\/ d*'+«h"J J r+FW 


( 6 ) 


•r , on connait déjà une valeur approchée P(x), savoir; 



( 




( 3 ^*-**) * 


trouvée n.“ 77 : on pourra donc inti*grer le second membre de ( 6 ) 
et procéder à la seconde intégration , attendu que les Tariables 
seront séparée. 

Par ce procédé , on ne fait que substituer à la loi rigoureiuo 
du décroissement de largeur des douves, une autre loi fort appro- 
chante donnée par une douve Cclive très* peu diiTérente de la 
véritable. 

On peut aussi prendre , pour y=F'x) , un arc de section conique 
passant par les extrémités yi et B de la derni-douve , et par son 
milieu dont les coordonnées sont toujours, i très- peu près, 


L'byperbole sur-tout coïncidera sensiblement avec la vraie courbe ; 
cette hyperbole , dont B est le sommet et BC Taxe, a pour équation 


y = 2,6A— 


T 


t/ a,Ws;+i,oôx* J ; 


cette valeur de y étant mise dans (6) pour Fx) , l'intégration sera 
plus facile que par la première valeur de t^x). 

Euiin , il serait possible de trouver pour y une fonction de x , 
qui , en coïncidant sensiblement avec la courbe è trouver , procurât 
deux intégrales algébriques successives -, mais il est diflicilc d'éviter 
les points singuliers de cette courbe fictive dans l'étendue de AB. 

Remarijue. 11 est un cas qui mérite d'étre examiné , c’est celui 
où l’on se proposerait do faire un tonneau sans fonds avec des douves 
décroissantes , semblables aux flèches d'un globe , ou aux cotes 
d’un melon , lesquelles seraient liées entre elles par un ûl tendu 
d'un pôle â l’autre. 
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D»n« ce Cl* o& lei y (ont lo bras de levier , Nqiulion de U 
courbe, d'après ce qui précède , est 0y;=c’(r47y)ou , à cause de r = o 
0 = f* , c'esl-è-dire que le rayon de courbure est constant, et que 
par conséquent la courbe est un arc de cercle. Ainsi , pour que le 
tonneau devienne une sphère, il suffît que l=R — h : ce tonneau, 
s’il était construit avec des flèches d’acier , offrirait l’effet curieux 
d'un ballon mctalliquo élastique , sans vides entre les joints des 
duuves. 

En intégrant 0 =rc* , on trouve , pour l'cqualion de l'arc de 
cercle générateur , 

A* 

a/x+ -^jrsro } , 

le tonneau a, en général, la forme d'un 'anneau engendré par'Uii 
segment de cercle tournant autour de sa corde. Si /=o l’anneau 
est engendré par un cercle entier dont R est le diamètre , tournant 
autour de sa tangente en C ; mais, si I=zR , l'équation precedente 
#e réduit à y' — ils—x', et fait voir que le tonneau ‘est alors une 
sphère dont le rayon est i=^R, 

De lajîgure du merraîn ou de la douve encore plane. 

79. Nous avons yu qu’en donnant aux douves encore planes la 
forme trepSen'idnle, U — « t ei t ms jttJ» j eiats 1 a» vlje dis- 

parait par la forte compression qui resserre les extrémités et le milieu 
des douves. Si on donnait au merrain la figure curviligne assignée 
par la théorie , le contact serait égal et plus intime , dans toute la 
longueur des joints : le suibtement du liquide n’aiicait plus lieu quand 
le tonneau est see ; il en résulterait un grand perfectionnement pour 
l'art du tonnelier : voyons donc quelle doit être la figure du 
merrain AM'B ( fig. 18). 

Nous avons vu ( n.* 78 ) que la largeur de la douve doit étro 
proportiennalln au rayon (r-f-y) de la (001101» qtle l'dn considère ; 



( 120 ) 

c’esl-^-dire j qu'on doit sToir PM' : BR ! : r+y : R : d'ailleurs , IcS 
lignes TP et TR ne sont autre chose que les dércloppemens des 
arcs AM et AB de la figure 17 : en appelant donc PT=s , PJU'=s, 
BB=A , on aura 

Bz=A(r+j ) ; (7) 

on a d’ailleurs 

lors donc qu’on aura mis dans (7) pour y sa valeur en fonction 
de s déduite simplement de l'équation ( 3 ) ou de l’hyperbole du 
n.* 78 , on aura la relation entre r et z ; c’est-à-dire , la courbe 
AM'B. 

J’ai calculé 'la table ci -après qui fait connaître la largeur 

de la douve ou le rapport — , pour tous les rapports — , des tonneaux 

usités , et pour dix points équidislans de la demi-douve. 

80. Soit, par exemple, 

rs= 42 Ô , ^=545 ; 

je divise 4^5000 par 545 ; le quotient est 780 que je cherche dans 
la première colonne à gauche : les nombres 780 ; 8ao ; 848 ...... 1000 

de la bande horixontale expriment les largeurs M'M' de la douve 

correspondante à s — o, s~i , s— s. ..s=io, la plus grande 

largueur B B étant supposée 1000. 

Si le quotient ne se trouve pas dans la colonne ^ , on prendra 

des nombres proportionnels entre ceux des deux bandes entre lesquelles 
tombe le quotient trouve. 

Il faut remarquer que les faces dés joints doivent être inclinées 
et dirigées vers l’axe du tonneau : cette inclinaison est variable et 
ae construit en faisant pour chacun des dix points M' , un triangle 
ûocèle dont les deux cdtés égaux sont r-hy , et l’autre est M'ii*- 

Tabh 
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Talle Jei largeurs de la demi -douve divisée en dix paYties 
dans sa longueur. 



1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

700 

746 

790 

833 

872 

908 

9^9 

9<^4 

983 

998 

1000 

7 40 

780 

819 

856 

890 

930 

947 

968 

985 

998 

1000 

780 

814 

847 

878 

907 

933 

955 

974 

9^7 

997 

1000 

8ao 

848 

875 

900 

9=4 

945 

9C3 

978 

990 

997 

1000 

860 

88a 

go 3 

9a a 

94 1 

9^7 

97 > 

983 

992 

998 

1000 

900 

gi 5 

931 

944 

908 

9*^9 

979 

987 

994 

998 

1000 

940 

949 

958 

9G7 

974 

981 

987 

998 

998 

999 

1000 

980 

g 83 

986 

989 

992 

994 

996 

998 

999 

1000 

rooo 


D’après ce qui précédé , rien ne sera plus aisé que de donner 
1 un ourrier le modèle d'une douve parfaite pour un tonneau 
proposé. 

Il est encore deux remarques utiles an perfectionnement du tonneau; 
i.° il est avantageux d’augmenter le nombre des douves : le tonneau 
qui ne peut ^tr^ qii'i in p nl yèdrt l j n« « e i t , »«ï ^^d n lUia n T avec la 
surface de révolution: le nombre des joints étant plus grand, hi 
quantité dont chacun d’eux doit être resserré , est plus petite , le 
contact devient plus intime et le suintement plus difllcilc ; s.° la 

courbure — no devrait pas excéder ^ pour les mêmes motifs, et de 
plus J les cercles auraient moins de tendance è s’échapper. 

Volume ou capacité' du tonneau. 

8i. En conservant les dénominations précédentes et posant 
de plus 

i6 
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; 3,t4i6ss« ; 

af'se volume du tonneau , on aura 

F =■*/ y'As—ny^*x — ivfxy'ày' . ( 8 ) 

Quand le tonneau a peu de courbure , on peut prendre , pour 
équation de l'arc AM i celle d'une lame élastique rectangulaire. 
Mettant donc dans (8) pour Ay'—Ay sa valeur donnée par l'équa- 
tion (3), le terme i^y^dy' s'intégre par parties, et remettant de nouveau 
pour ày^ sa valeur , on trouvera aisément : 

V = ■my>'x—*y'y/ [ 4 £*— (/•— j ■nx^-\-c" . 

En déterminant c" , par la condition que V=-o , quand ;r=o et 
y'=r , et faisant ensuite x=l , y'z^R, on a 

— =/B*— i /’+ev/4r*— <»J • 


Cette formule est d’une application di/Ecile , parce que la détermination 
de r* exige l’intégration préalable de l'équation ( 2 }. 

8a. On a une détermination plus exacte de V , en substituant 
dans (8) pour dy^=d/ sa valeur donnée par l’équation (6) ; mais 
les intégrations sont pénibles. J’ai pris la peine de calculer , dans 
cette hypothèse , la table ci-après dont l’usage est simple. 

Soient D= 2 R , , H—xh , L — xl , 

Je représente la formule de capacité du tonneau entier , par 

‘ r=L{nD'^n>Dd-\-n"d') , ( 9 ) 


n , n' , n" étant trois nombres dont la somme vaut — , et qui sont 

4 

donnés par la table pour chaque tonneau proposé en cette manière. 

Jî 

La première colonne de gauche est la valeur de — ; les nombres 

i 

qui sont en tête des autres colonnes sont la valeur de ~ ; chaque 
case contient les trois nombres n , n' , n" , correspondans aux deux 


rapports -r- et . Ces trois nombres sont des dix millièmes et 

0 £j O 

sont censés précédés par o. 
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=9 


382S 3835 

0,T0 2 i 83 2182 

1843 1837 


383; 3844 

5 2180 ^'79 

1837 i 83 t 


3848 3855 
2177 217G 
1829 1823 


0,86 

0,82 

0,78 

mm 

3836 

3842 

3849 

3856 

218a 

3181 

a '79 

2177 

i83ü 

i83i 

1826 

i82r 

384 1 

3847 

3854 

386i 

2181 

3180 

3178 

3176 

i83a 

1827 

i8a3 

1817 

38 5o 

3856 

3863 

3870 

3178 

2177 

3175 

3173 j 

1826 

1821 

1816 

181 1 

386 1 

3867 

3874 

388 1 

3175 

2174 

3172 ^ 

3170 

1818 

i8i3 

i8o3 

i8o3 


[fItPj 
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83. L’objet que l'on a en vue en formant des hypothèses sur 
la courbe j^ënéralrlce du tonneau , c’est de pouvoir delerctiiner V 
en ne mesurant que les deux, diamètres Z), et Z. Quoique I hy- 
pothèse des douves élastiques soit, sans contredit, plus ri^joun use 
qu’aucune autre, nous avons vu combien de causes physiques peuvent 
en altérer la loi. Lors donc qu’on aspirera è uni^ grande picrislon, 
il faudra recourir À une formule indépendante de toute hypothèse, 
et fondée uniquement sur la funne particulière de chaque tonneau. 
La méthode exposée ( Chap. IX , n.° GH ) fournit cette forinnle. 

On mesurera un certain nombre de circonférences f. , f , , f, , .... 
correspondantes aux divisions égales de / , et en appelant C l'épai;>seuc 
des douves , les ordonnées ou rayons des sections circulaires seront 


yo = r= 




r.= 



On peut aussi , pour avoir y, , y, , y, mesurer les dis- 

tances de la courbe è une ligne parallèle à l'axe , et passant par 
le bondon. 

Ay ant substitué les valeurs de y, , y, , y, dans l’une des 


formules do l'arlicic cité , on aura ^ avec le degré d'cxaclituda 
désiré, mieux et plus promptement que par aucun autre moyen. 

Volume (T un segment du tonneau ou vidange. 

84. l’our compléter la théorie du jaugeage, il reste h Iroiivci 
le volume du segment Orrupé par le liquide , quand le tonneau 
d'csI pas plein, c'c-vt-è-dire , la vidange : ce problènio serait dînieilc 
dans rhypolhèse do la douve élastique dcrruissanlc ; njals , il s’agit 
bien moins d’avo r rigoureusement le volume dg segment <|»e 
son rapport à relui du tonneau, qui est dcj.’i connu : ainsi , en prenant 
pour rourle çrnératrire , une courbe simple rotnme la parabole , 
l’erreur qui eu résulte pour le segment est , en g.aude parité, ouu.^.ci.sce 
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ptr cflla qui affecte la tonneau entier ; en aorte que le rapport dea 
deux volumea n'est pas acusiblcment altéré. ’ 

J'ai donc pris, pour courbe génératrice — x^danslaquclle 

s^^CQ, y'—QM, et j’ai calculé la table suivante qui me parait 
fburniq le moyen le plus simple pour déterminer la vidange. 

Soit K la distance verticale du niveau du liquide au plan hori- 
xonlal passant par l’axe supposé horizontal du tonneau ; la première 

ïi^K. 

colonne i gauche exprime les rapports — : les nombres en tète des 

d 

colonnes sont les valeurs de — : enfin , les nombres qui sont dans les 

cases donnent, en mlllièines , le rapport du plus petit des deux 
segmens au tonneau entier. Ce segment est occupé par le liquide , 
SI le niveau est en dessous de l’axe -, il est , $u contraire , vide quand 
1 e liquide est eu dessus. 

85. E-iemple. boieiit 

jD=554 , </=477 5 

la distance du liquide à roxtrémilé la plus proche du diamitrc du 
bondon j c’esl-i-dire , R~—K—zl>Z : on a 

^1— K , à 
-jÿ-=o,43 , -= 0,86 . 

Je cherche, dans la première colonne de gauche , le nombre o,43i 
et dans la rangée supérieure o,8(i. La rase correspondante est 3g3 î 
j'on conclus que le volume du plus petit des deux segmens est 
0,393 du tonneau entier : c’est le rapport de la vidange , si U 
llqiiidç est plus bas que le centre ; mais . dans le cas contraire , 
le rapport sera 1 — o,3g3 ou 0,607 tonneau entier. 

0,1 seul que , si les deux quolieiis trouves ne se rencontrent pas,' 
soit dans la colonne do gauche, soit dans la bande supérieure, il 
faudra prendre des parties proportionnelles. 
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Si le tonneau reposait sur l’un des fonds , on aurait facilement 
la vidange , en considérant le segment compris entre le liquide et 
le cercle du bondon , comme une demi-tonneau particulier. 



0,70 

0,75 

0,80 

0,83 j 

0,86 

o,8it 

0.93 

0.94 

»>o6 

0.98 

O,o4 
0|08 
0,1 g 

O, i6 
0,20 

4 

i5 

20 

«oQ 

4 

'ê 

75 

ll4 

5 

2J 

ë 

1 ao 

6 

bil 

L2Ü 

J 

53 

82 

136 

8 

a? 

5ü 

02 

■39 

a 

H 

,9 

£i 

É 

U 

33 

63 

â 

l3 

35 

65 

1 00 

.39 

0,24 

i 5 a 

i 56 

i 63 

1G6 

1C9 

172 

.76 

1 78 

1 80 

1S2 

o,a8 

200 

2 o 5 

210 

2 i 3 

ai6 

210 

221 

223 

225 

227 

o.3a 

349 

a 54 

aSq 

26a 

a64 

2Ü7 

269 

371 

273 

275 

0.36 

3 q 3 

307 

3 i 1 

3.3 

3.5 

3.8 

3ao 

Sa 1 

322 

3a3 

0,4o 

358 

36 1 

363 

365 

367 

36.J 

370 

37. 

372 

37a 

0,4a 

386 

388 

390 

392 

3q3 

395 

396 

396 

397 

3q8 

0,44 

4*4 

4.6 

4«7 

4.8 

420 

4 a I 

4aa 

422 

423 

423 

0,46 

443 

444 

445 

446 

446 

447 

447 

418 

448 

449 

0,48 

4li 

47 « 

473 

473 

4?3 

473 

473 

474 

474 

47 4 

o,5o 

5oo 

5oo 

5oo 

5oo 

5oo 

5oo 

5oo 

5oo 

5oo 

5oo 


Accord dr In théorie a\>pr V expérience, 

8G. Il restait à vérifier jusqu'à quel point la théorie des douves 
élastiques décroissantes , s’accordait avec l'expérience ; il serait illusoire 
de faire cette vériGcation sur des tonneaux : ils sêht si mal con- 
formés , et tant de causes produisent des anomalies , que chacun 
d’eux conduirait à une formule dilTcrente de capacité. 

11 y avait une autre espèce de vérilicalion plus propre 1 conduire 
au but : elle consiste li faire ployer des règles en bois ; è mesurer 
très-exactement les ordonnées des courbes qu'elles prennent , et à 
en déduire le volume du solide de révolution engendré. 
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Troi* ^^mea< principaux concourent en r&ullat ; (avoir : — — , 

Ju 

'ét C 

— , -p ; (r étant l'dpai$(cur uniforme de la règle ; j’ai varié les 

D lé 

expériences sur des règles bien homogènes , les unes rectangulaires , 
les autres trapézoïdales , plus ou moins épaisses , plus ou moins 
courbées , afin de connaître l’inllucnce particulière de chacon des 
trois élémens ci-dessus , sur la formule 

V=L{nD'+n'Dd+n''dY ; 

voici le résultat de ces expériences. 

D 4 

I.* Quand- est très-petit, les règles trapézoïdales, quelle que soit 

leur épaisseur , donnent le mémo résultat qu’une lame mince è 
ressort parfait. 

G » 

a." Quand — excède , le coellîclcnt a , et par conséquent 
L» 

D— J 

la capacité , diminuent d'autant plus que ■ ■ augmente. 

d 

3. ’ a où la capacité augmente à proportion que — est plus petit , 

D—d 

quel que soit d'ailleurs le degré de courbure —j— ; cette loi est con- 
forme ù la théorie» 

G jg ^ J 

4. “ Quand •- = et — — = j , la plupart des règles , si le bo'is 


est sec, se' rompent. 

87. 11 suit , ^ ce qui précède, que quand ~ excède 0,Oo6,Ia 
table de capacité du n.” 8a n'est plus exactement conforme, à 
l’expérience. J’ai calculé la suivante pour les cas où l'on aspirerait 
à une plus grande précision ; sa formation et son usage sont les 
mêmes que pour celle du n.° 82 ; mais , elle est subdivisée en quatre 
parties correspondantes à quatre épaisseurs différentes de la douve : 

ainsi , pour un tonneau pour lequel — vaudrait 0,026 , on em-; 

G 

plolrait la troisième table ayant podr titre — =0,024 > *0 
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rapproche le plus de l'épaisseur o,oa6 du fonneâu proposé : pour 
plus de précision encore , il faudrait faire des interralalions. 


Epaisseur de la douve - = 0,006 

■I 


0*90 

0,80 

0,70 

o,o 5 

33 J I 
3 i 85 

1848 

38 a 8 

2184 

l 84 a 

3843 

3 | 8 i 

i 83 o 

386 i 

2176 

1817 

■ 

38 îi 
a 186 
1847 

38 a 8 

ai 85 

1841 

3843 

3103 

■839 

386 1 
3177 
1816 

0^20 

38 a 2 
ai 88 

1844 

3829 
3187 
■ 838 

fxii 

i8a6 

3 RGa 

ai'^A 

i 8 i 5 

■ 

38 i 6 

aiqo 

xm 

3833 

3180 

i 83 a 

3848 

aio6 

1830 

3866 

3181 

1807 


Epaisseur de la douve - =o,oi 5 



0,95 

0,9° 

o.do 

0,70 

0,0 5 

38 ii 

3189 

is:.4 

38 i 8 

3188 

1848 

3833 

3 i 83 

1836 

385 1 

ai8o 

i 8 a 3 

0,10 

3792 

21 C)8 

1864 

3799 

3197 

i 85 o 

3814 

’' 9 i 

1846 

3 a 3 a 

ai.Hq 

i 833 

0,20 

372a 

2328 

1904 

3 t »9 

2227 

1898 

i 

376a 

3319 

187^ 

o, 3 o 

36 i 3 

3377 

1965 

3U19 

3376 

19Î9 

363 { 

3373 

' 9+7 

365 a 

22G8 

1934 


Épaisseur de la douve — =0,034 



0,95 

0,90 

0,80 

0,70 

o/>5 

3795 

2(96 

i8G3 

38o J 

21 q 5 

1857 

3817 

2102 

1845 

383S 

3187 

i83a 

0,10 

3*39 

2218 

'897 

3746 

2217 

1891 

3761 

3314 

•879 

3779 

220() 

l8Gt> 

0,20 

3548 

3397 

3009 

3555 

2296 

20 €i 3 

3570 

22 q 3 

199* 

3588 

2388 

1978 

e,a5 

3409 

3354 

3091 

3416 

a353 

ao85 

' -■ 

343 1' 

335 o 

3073 

lit 

aobo 


Épaisseur de la douve Y =o,o33 | 

■ 

<>■95 

0,90 

o,Po 

0,70 

i 

M 

3;Ro 

220i 

1870 

3793 

2301 

i858 

38i3 

2196 

1845 

0,10 

3G6a 

2246 

'94*» 

3GG9 

2245 

'9^î° 

368* 

2242 

1928 

8702 

aaSy 

1915 

o,i5 

3507 

a3i3 

ao35 

3514 

2*3 1 1 
2029 


i 


Cotclusion^ 
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Conclusion. 


88. Il rëiulte , Je font ce qne noos avons di( , qoe le tonneaa 
est trop irrégulier , et que sa forme dépend d'un trop grand nombre 
de causes physiques , pour qu’il soit possible de le soumettre k 
une théorie entièrement rigoureuse : voici ce qu’il y a de mieux 
k faire dans tous les cas. 

i.° On obtiendra la plus grande approximation possible par la 
méthode du n.* 83 , quand le besoin l'exigera. 

3.‘ La table du n.* 87 fournira l'approximation la plus grande 
qu’on puisse obtenir , en ne mesurant que les quatre dimensions 
D,d,G.L. 

3. " La table du n.” 8a donnera toute la précision qu'on peut 
avoir par les seuls élémens D , d , L. 

4. ” La formule qui convient le mieux k la pratique ordinaire , 
est celle qui tient le milieu entre celles de la table du u.° 87 , 
et qui correspond aux rapports 

C „ H—à a 

— =0,018 , -J— =0,1 , —=0,85 -, 

elle est 

f’^=Z'o,3790iD*"+<o,aaoiD.*4-o>s863i^) , 
cl di/Tère tr^ s-peu de la suivante, qui est un pets plus commode, 

K=o,7754/-(^,D-|-,*.d)’=o,oo649iZ(7fH‘4<^/ » («») 

On peut éviter l’embarras de mesurer D , en prenant extérieure^ 
meut, avec une règle , la valeur de A=.R—r ; alors la formule est 

r=3,i4i6.Z(r-f-o,64.;5)* (rt) 

En mesttrant extérieurement la ciicoaféicnce C dis bondoa, «t 

n 
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cf.IIe c des fonds , et appelant g l’épaissear de la doure , U for- 
mule serait 

V—o,ooo&^ 1 &L{’jC +^ — . (ta) 

Je dois provenir que la formule de M. Dez est un peu plu» 
faible , et celle de M. Bazaine un peu plu» forte que les pré- 
cédentes. 

5." Le» logarilhmqj s'appliquent très - simplement aux formule» * 
précédentes , et elle» n'exigent qu’une table des l5oo premier» 
nombres j toute l’opération se réduit à l’addition de trois loga- 
rithmes dont un est toujours le même ; il n’est point de jaugeurs 
qui ne puissent pratiquer ce petit calcul : il me «emble que ce 
procédé est bien préférable à rem[floi de» jauges qui ne tiennent 
aucun compte des fractions, et qui reposent toute» sur des principe» 
plus ou moins erronés. 
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ADDITIONS, 

Sur le iV.® 20, 

Quand on a quelques valeurs approchées ar,=/ , if, =/,+/, , 

j:, =/,+/,+/, (le la racine cherchée s , on peut en obtenir 

une nouvelle encore plus approchée , par une méthode que j’ai 
déduite de celle qu’a donnée Lagrange ( Séances de ticole normale ^ 
tom. 4 > pog- ) 1 pour calculer la courbe des erreurs , et inter- 
poler des termes dans une série d'observations. 

Soient A'=o l'équation à résoudre , X=f courbe parabolique 

en ar et y j , y, , y, , les valeurs de y que l'on obtient 

en mettant se, , x, , , x^ dans X : il s’agit de trouver 

pour X la valeur correspondante à y=0 ; c’est-^-dire , la supposition 
pour X qui rend nulle l'erreur y : cette valeur cherchée de x sera 
donnée par la formule 

\x— Xx,-\-Bx2~{~CXf-]-Dx^ 

dans laquelle on a fait - 



Xty,y* 

B= 

y<xtr* 


(y»— yiXr»— yiKrs-d’*) ’ 

(ri—y%Hr,-yt)(y*—yx) * 

c= 

y'r«r4 

Dsz 

y-y^r, 


2j J w 1 

ir>—rtXrt-y\Kr*—yO ’ (r‘-7*)(r»—y4Hrt—y*i ’ 


en observant que chaque fraction a autant de facteurs moins un , 

qu’il y a d’observations x, , ar, , *, , x^ 

Si l'on applique la formule précédente à l'exemple du n.* 33 , on 
trouve .7 = 0,5849 » valeur est 7 s 5857. 
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Au reste , la méthode précédente , quoique enrieose et piquante , 
le cède néanmoins , pour la brièveté et la sûreté , à celle des n.' tr»' 
et 21. On peut remarquer, en passant, que la formule qu’a donnée 
M. Kramp ( Annales de mathimaiiques , tom. TI , pag. a86 ) pour 
Intégrer par approximation .Ada:,fst cxacUment la même que celle 
de M. Lagrange, citée plus haut. 

Sur le N.» 25 . 

J’ai dit , dans ce numéro , qu'avant de se üvior à la recherche liea 
racines, il était utile de coanaiire le nombre des imaginaires ; ainsi , dans 
rçxetnple du n.* aa , si l’on avait su d'avance que la proposée avait 
daux Bac'mes imaginaires . «b en aurait conclu que le couple desa.*^* 
et 3 ."‘* racines ne pouvait être réel, puisqua la première l’étail. 

Sur le Chapitre Vî. 

Je n’u point parlé dans ce obapilre de la manière de déterminer 
le* quHitités réelles • , C qui entrent dans les racines imaginaires 
•+Cv/— 7 ; on a pour cela diverses méthodes qui reviennent toutes 
è chercher les racines réelles d’une équation : on les trouve dans 
tous les livres, et je b'ai rien à ajouter sur cette matière. 

iV. B. En sollicitant l’indulgence du public en faveur de ma cécité , 
qu'il tue soit permis d’acquitter une dette sacrée , celle de la recon- 
naissance paternelle envers ma fille Rosine, ègée de 17 ans, qui, 
renonçant aux amusemens de son ige , a eu l'héro'ique patience de 
faire tous les calculs de cet ouvrage ; puisse ce monument de le 
piété filiale lui mériter l’estime publique. 
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